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1. Enfance et jeunesse.’)

Le grand géomotre, dont anjourdhui on pleure la perte irréparable,
appartint @ une famille distinguée originaire de Novare qui jouit d'une

1) Pour rédiger la partie biographique du présent travail, des notes éerites par
M" Irava Cozzonmo-Cremoxa (fille de lillustre géomdtre) m'ont été dun tris grand
secours. M. L. Berzorart a eu la bonté de faire i ma priere des recherches dans les
archives de l'université et du gymnase de Pavie et de mettre 4 ma disposition leurs
remarquables résultats. MM. E. Benrint et Misant m’ont encore fourni des renseignements
précieux. (Jue tous regoivent mes remerciments les plus sineeéres. La belle Commemo-
razione del socto Lvicr Crewoxa, faite par M. Veroxes: & l'académie des sLincei* le
6 décembre 1903, quoigue arrivée lorsque mon travail était fini, m'a servi pour
ajouter ou corriger quelques détails.
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considérable aisance i une époque pas trés éloignde de nous. Sa grand'mire
(MARGHERITA FERRARI CREMONA), veuve tris jeune et animée de goits
dépensiers, fut la cause principale des revers de fortune de la famille.
Quand en 1770 le pere du grand homme (GAuDENZIO) vint au monde, le
bien paternel était dilapidé; mais, malhenrcusement il était aussi par nature
porté a la dépense, et ne sut pas donner l'énergique coup de barre in-
dispensable pour sauver le bateau du naufrage. A lage de 25 ans, ayant
obtenue & Pavie le degré de docteur en droit, il épousa CATERINA CARNERALL
qui lui donna trois enfants: JoseErw, Juax et Jeanxm: lainé &'établit a
Venise et y devint avocat distingué: Jran, fut maitre des comptes: et
la jeune fille épousa i Groppello . B. Macests. [in 1818 GAUDENZIO
CREMONA fut obligé de quitter Milan. oit il était établi pour subvenir i
sa famille; et il accepta alors un emploi tres humble @ la délégation autri-
chienne de Pavie. Resté veuf, il se maria une seconde fois le 28 novembre
1829; et hien qu'il compta plus que 59 ans. il choisit comme compagne
une jeune femme qui n'en comptait que 20. De ee nouveau mariage quatre
autres fils naquirent, savoir: le 7 décembre 1830, dans la maison qui porte
aujourd’hui le numéro 8 dans la rue Severino Boezio, Axtoxio Luic
GAUDENZIO GIUSEPPE, celul qui devait acquérir une renommée éternelle dang
le champ scientifique au nom de CrEyONA; deux ans apres PIerro, mort
en 1855, encore étudiant en mathématiques, d'une pthisie pulmonaire qu'il
tenait de sa meére; aprés Francesca, morte i dix ans, vietime de ln méme
maladie; et enfin le 10 avril 1837, TraxquiLro, le futur grand peintre,
mort & Milan le 10 juin 1878,

Le second mariage de Gauneszio Cremoxs, pour dés raisons qu'il
est facile de comprendre, fut désapprouvé et combattn par les fils du
premier lit; toutefois le fils (GIUSEPPE ne se refusait pas de secourir souvent
une famille qu'il reconnaissait digne non seulement de compassion, mais
aussi de la plus haute éstime. Kt ces secours devinrent tout-a-fait in-
dispensables, lorsque en 1841 le pere CrEMONA, & la suite d'une malheureuse
chute, fut obligé de garder le lit et mourut au hout d'une annde, lnissant
une veuve qui, it 30 ans et avec une petite pension pour unique ressource,
devait toute seule entretenir et élever quatre enfants, dont le plus grand
n'avait pas plus de onze ans.

L'émouvant spectacle de la lutte quotidienne, que devait soutenir cette
jeune mere et qu'elle goutenait avec une noble ef sereine fierté, aura sans
doute exercé une influence bienfaisante sur Luici (rReEMONA et eontribué
puissament & fagonner son caractere irréprochable et ferme; on peut dire
en effet que dans toute som existence est fidélement réfléchie Iimage de la
physionomie morale de sa vénérée meére. A la mort de som pire il suivait
le dernier cours du gymmase; désirant hater le jour ot il pourrait étre



ubile & sa famille, i1 redoubla d'ardeur et d’activité i Uétude, de telle sorte
que durant les elasses secondaires il obtint la note ,éminent* dans toutes les
matieres et fut toujours le premier de ses condisciples. Pendant son cours
.philosophique” (jemploie la nomenclature officielle de I'époque) il sentit
toujours un grand penchant pour les lettres; e’est ainsi que non seulement se
forma cet admirable style que tous les mathématiciens connaissent, mais en
méme tenips il se familiarisa avee le Latin et le Grec presque autant quavee
Pltatien. 11 est bon iei de remarquer qu'il resta, plus agé, ce qu'il avaib été
plus jeune: en effet, lorsqu’en 1901 on discuta encore une fois en Ttalie
la suppression du Gree du programme de T'enseignement classique, il se
mit du coté des conservateurs, soutenant publiquement que ,la vera scuoli
classica, col latino e col greco, deve rimanere intatta; e tale rimanendo,
sara sempre la scuola preferita dalle intelligenze elette®])

Les héros d'Homire et de ViRGILE enflammaient le jeune CREMONA
d’amour pour sa pauvre patrie, qui était alors profondément agitée par
¢ce grand mouvement révolutionnaire qui, préparant la glorieuse année 1848,
mettait en effervescence toute la jeunesse studieuse aux universités de Pavie
ot de Padoue. Si L'on considire encore que parmi les condisciples du futur
savant se trouvaient FENRICO et Grovaxni Camort et qu'il passait & Groppello
toutes ges vacances avee les deux fréres ainées BENEDETTO et KRNESTO,
on ne §'étonnera pas dapprendre que. lorsque le bataillon ,ltalia libera®,
formé de 160 étudiants napolitains allant combattre I'Autriche, traversa
Pavie. il ahandonna la maison maternelle pour les suivre .senza Timorso
(6erivait-il) perche avrei ereduto di maneare ai dettami della pin santa
delle religioni e di commettere un atto di vilta e inettitudine ricusando
di dare il sangue per la patria® A peu de jours de li, un autre tutur
arand mathématicien, Exrico BETTI, se battait a Curtatone (tout pres de
Mantoue) sous le commandement de 0. F. Mossorti, le célehre profesgeur
de physique mathématique.

Le bataillon ot CrEMOXA avait pris le service, alla le 12 avril 1848
i Ferrare pour rejoindre le général piemontais DurANDO; celui-ei le dirigea
tout de suite sur Polesella et de li, par une marche tres fatigante, a
Trévise, sous la conduite du capitaine Mavro. C'étaib toujours avec une
émotion grande et profonde que l'obscur jeune homme, devenu une des
gloires d'Italie, racontait les épisodes de la guerre i laquelle il prit part,
les attaques contre les Autrichiens & Nevesa sur le Piave, le siege de
Trévise et particulicrement I'énergique défense du rempart voisin de la porte
St. Thomas; ,in quel giorno (il disait) sparavamo tanto e cosi serrato che

1) Voir une lettre 4 M. Rasomno, datée ,Vallombrosa, 29 Luglio 1901¢ et insérée
dans le cahier d'aoit 1901 de la revue Atene e Roma, publide & Florence.



uno squadrone di cavalleria neniea non pote avanzarsi, Son courage ef son
activité lui valurent sa nomnrtion de caporal, bientot suivie de ecelle de
sergeant,

Toute résistance étant dcsormais inutile en campagne ouverte contre
un ennemi extrémement nombreux, le bataillon . Italin libera® couruf
au secours de Venise qui, pur un sicge célebre, retardait Iheure supréme
d'une capitulation inévitable. L. CrREMONA, arrivé a Venige, se rendil
a In maigon de son frére ainé GiusErre, plutot pour avoir des nouvelles
de ea pauvre mére que pour lui demander des secours: of apres une
courte réprimande pour son escapade, son frere, qui était au fond tros
fier des exploits dun membre de sa famille, mit & sa disposition sa
maison et sa table pour tout le temps de son séjour i Venise. Mais lu
légion | Italia libera® fut bientot envovée a Chioggia (fort de Brondolo),
puis @& la défense du fort de Margherai. L. CreMONA joua un role &
actif dans cette défense mémorable, que le capitaine Mavro le montrait
aux soldats comme un modile de vertus civiles el militaires & cause de
son courage, de son intelligence, de sa discipline et de sa probité. On sait
que cette défense ne finit que lorsquun amoncellement de ruines margua
la place du fort de Marghera. Alors la compagnie i laquelle appartenait
notre héros, se retira & Venise, oli, bien que persécutée par le choléra ot par
une affreuse disette, elle coopéra i ln défense acharnée du pont qui traverse
la Lagune. Mais malgré I'héroisme sans pareil de toute In population, le triste
aube du 24 aot 1849, la dernitre de Iindépendance vénetienne, finit par
paraitre. Kt CREMONA euf au moins une dernitre supréme consolation, celle
que les débris de l'armée nationale purent défiler avee tous les honneurs des
armes, les drapeaux déployés et les tambours battants, devant les généraux
autrichiens ébahis en voyant que c'était un petit corps de recrues pales
et décharnées, mal vétues et & peine chaussées, qui avait tenu en échec
pendant plusieurs mois une armée enticre de vétérans consommés duns
toutes les ruses de la guerre.

2. Etudes universitaires. Premibres publications.

Sans ressources financiéres, fatigné et malade, Lutci Cremona reprit
tristement la route de Pavie, accablé par le chagrin de voir quapris tant
de sang versé, sa chere patrie était toujours esclave. Mais sur le seuil
de la porte de sa maison une nouvelle et plus grande douleur Pattendait
sa pauvre mere était morte depuis quelque mois. En présence de la déso-
lation du présent, de lincertitude de I'avenir et des graves responsabilités
qui pesaient sur lui, il ne se perdit pas d'esprit, mais il comprit que
c’etait le moment de se montrer & la hauteur de la charge que le destin
semblait Jui avoir confiée. Remis qu'il fut d'une attaque de fibvre typhoide,
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dont il avait apporté les germes de Venise. il reprit avec ardeur les
études qu'il avait interrompues, et le 27 novembhre 1849 il ohfient ce
deeré qu'on appelait alors Lassolutoria negli studi filogofici.  LEn consé-
quence, dang les années guivantes il pul suivre dans Tuniversité de Pavie
leg cours dingénienr civil sous lu direction de A, Borpoxi). A. Ganna?),
el un peu plus tard de I Brioscim®).  Les 5 janvier, 5 mars et G mai
1853 il fub admis i subir les .examens de rigueur?) en obtenant dans
chacun et par tous les examinateurs (parmi lesquels se trouvait toujours
Bornoxt et dang les deux premieurs aussi Brioscun) le certifieat ,valde

1) Quoigque & cette époque Borposr et déji da abandonner la chaire de calcul
infinitésimal pour celle de géodésie ¢lémentaire, tontefois, comme directeur des ébudes
mathématiques dans la faculté de sciences, il n'avaib cessé d’exercer une influence
prépondérante.

9) (e professeur de géométrie supérieure esh cité avee reconnaissance par UREMONA
dans une Prolusione dont nous parlerons un peu plus bas.

3) Iin plusieurs occasions UREMONA @ déclaré ses dettes de reconnaissance envers
Buiosens; dabord dane la Prolusione eitée fout-i-1'heure, o il donne ,testimonianza
di gratitudine all'illustre Buioscnr, al quale devo tutto quello che per avventura non
ignore*; plus tard, en 1878, avant été invité & participer aux fites commemoratives
du 95 anniversaire de la fondation du polytechnicum de Milan, il derivit nne letbre
ott lon lit les phrases suivantes: «Francesco Brioscus cominecio ad essermi maeetro
quando io ne reguii le lezioni di meccanica nell' anno 1851—1852: ma quelle lezioni
comunque vicchissime di contenuto non furono se non la parte minima di istruzione
matematica onde mi sento a lui debitore. Egli continub ad nssistermi con insegnamenti
in privato e con consigli nei guecessivi anni che passai in Pavia, ciod sino al 1857, mi
iniziv allo studio dello funzioni ellittiche ed abeliane e alle opere magistrali di Aner.
o Jacon:. Non esagero affermando che il Brroscur mi communicd il sacro fuoco ond'egli
gtosso ardeva e mi dischiuse per primo glinfiniti orizzonti dell’ alta matematica.
(puando io lasciai Pavia gid comineiavo a sapere studiare ¢ lavorare da me, ma di cid
era pur sempre debitore all” esempio del maestro. Ne' primi tempi ebbi degli scorraggia-
menti, ma bastv una sua lettern a dissiparli e d'allora in poi mi crebbero sempre pit
le forze ed il corraggio. Vero @ che i miei studi personali presero ben presto altro
indirizzo; mi presi d'amore per la geometria, mentre Brioscu mi aveva avviato per
l'analisi. Ma la seienza & una sola; ed & l'analisi che prima mi aveva dato le armi
necesgarie per penctrare nei misteri della sintesi geometrica . . . Gli anni che passai
con Brioscnt, come scolaro o poi collegn nell’ insegnamento, sono gran parte della mia
vita; nei primi imparai ad amare la scienza, negli altri poi a trasfonderla in un grande
cerchio di uditori, La memoria degli uni e degli altri & un vincolo di affetto, di
ammirazione e di gratitudine che mi unisce & Brioscmrs.

4) Voici les matieres sur lesquelles eurent lieu ces examens:

1 Introduction aux mathématiques supérieures. Géodésie et hydrométric
Joeonomie rurale. Histoire naturelle en général. Dessin géométrique.
9. Caleul différenticl et intégral. Architecture civile; dessin relatif. Géomsétrie
deseriptive.
3. Mathématiques appliquées. Architecture hydraulique. Dessin de machines
et d'architecture. Législation. )
Bibliotheca Mathematica. I1LL. Folge. V. : 9



bene®, et il fut déclaré ensuite .approbatus p. unanimia cum applausum®,
Un déeret du 9 mai 1858 l'appela & sourenir le Jour suivant la diseussion
publique pour avoir le degré acadénique de .doctenr dang les éludes
d'ingénieur eivil et architecte”; ce degré lui fut aussi accordé 3 I'aniversité
et avee acclamation. 1)

Parmi les compagnons d'armes que CREMONA eub dang le cours
de sa glorieuse campagne, il distingun Nicona Frrari, jeune génois
ami et admirateur de Mazzini?) Frerearr était républicain et UREMONA
monarchisté; toutefois ils tombaient toujours d'accord dans leur aspiration
finale: T'unité de T'Italie et som affranchissement. Nicora Iisait souvent
a son ami les lettres, frémissantes de patriotisme, que lui Gerivait s
soeur KList, alors directrice de lasile des enfants de Génes. ®)  Iot
CREMONA découvrit, & travers ces lettres, ln femme digne de devenir s
compagne pour la vie; personnellement il fit sa connaissance i Genes e
1853, mais elle devint sa femme seulement le 4 nott de lannée suivante:
a cause du choléra qui sévissait alors sur Génes, le mariage eul lieu i
Groppello dans la maison MAGENTA. Drapres la déelaration de Cremona
lui-méme#), sa femme le conseills dans toutes les circonstances diffi-
ciles de sa vie et toujours sagement; se chargeant de tous les going
domestiques et de 'éducation de ses fils, elle lui a rendu possible le travail
continuel et fécond. Elle fut le hon génie de toute su famille jusqu’au

1) La discussion de doctorat devait se faire sur une des quatre thises suivantes
proposées du candidat:

L. Mathéimatiques appliquées: Lorsqu'on connait le mouvement du couple de
moment minimum d'un systéme invariable de forces dans T'espace, on peut
déterminer par une simple construction graphique les moments des couples
résultants et composants par rapport i tous les points de 'espace.

2. Géodésie: Si toutes les droites tracées sur une feuillo de papier restent
droites aprés que cette feuille n été plide, il existe une relation du premier
degré entre les coordonnées d'un point quelconque dang les deux positions.

3. Géométrie descriptive: Deux diambtres conjugués de lellipse perspective
d'une wutre sont la perspective du diambitre de Uellipse objective conjugné
a ses cordes paralléles & la trace de son plan sur le tableau et la perspective
d'une de ces cordes.

4. Dessin géométrique: TLes problémes d'un degré supérieur au second ne
peuvent pas se résoudre tous géométriguement par le seul emploi de la
régle et du compas.

Crenona choisit le 1 sujet.

2) N. Ferrart mourut jeune et sur sa tombe le grand agitateur éerivit, sous la
forme d'une lettre & la soeur d'un décedd, un éloge splendide qui n été publiée
Voir: B. Acquaross, Ricordo di Frisa Ferrane-Cruvoya (Siena, Poggibonsi 1884),

3] Voir: Sors Avsmni, Tn memoriam (16 settembre 1832).

4) Voir T'opuscule précité de B. Acquarose et une lettre & M. Brrrmst, publide
partiellement par M. Verosese dans sa Commemorazione.



16 juillet 1882, oi elle mourut serainement i Rome; elle mérite ainsi
une place d’honmeur dang ln biographie de son célehre mari

Les premieres années du maringe de CREMONA furent une époque de
souffrances et de luttes continuelles; le gouvernement autrichien n’étant
pas disposé @ donner une place dans Dinstruction publique i lancien
défenseur de Venise, il dut se résigner & accepter des répétitions dans les
meillenres familles de Pavie. Mais enfin, par arrété du 22 novembre 1855,
il fut admis & faire dans le gymnase de Pavie le néeessaire ,an d'épreuve®.
(.'robejahr®); le 26 novembre il commencait sa carricre de professeur
publique, en g'oceupant particulierement de la physique. Il parait que les
services rendus par lui de cette maniere & l'instruetion, alent été bien satis-
faisants, car il fut nommé pour Vannée suivante (par arrété du 17 décembre
1856) professeur suppléant, aux honoraires annuels de 1620 lires autri-
chiennes.

Dans les années qui suivirent son doctorat, Crivoxa fit la connaissanee
de I BeurrRAmi, étudiant i V'université de Pavie de 1853 i 1856, et de
K. CAsorATI, qui prit son degré en 1856. A la méme époque, il inaugura
son euvre mathématique. Ses premiers travaux correspondent parfaitement
au type quon peut construire & priori d'un éleve de Borpoxi eb de
Brioscur, ear ils se rapportent tous i ln géométrie analytigne élémentaire
(voiry [4), [5], |G], [7]) et & Panalyse pure ou appliquée i la géométrie.

Le plug ancien [ 1], éerit dans 'automne 1855, traite une belle question
de géométrie infinitésimale et o ét¢ inspiré par la note placée & la fin
du mémoire du Bornoxt Sulle figure tsoperimetre esistenti in una superficie
qualsivoglia.?) Cette note indique une vaste généra‘lisation que peut recevolr
la théorie des tangentes conjuguées de Dupin; si Uon considere une ligne
quelconque I tracée sur une surface 2 et un systeme de oo! surfaces dont
chacune a avec 2 un contact de l'ordre » en un point P de I alors on
a en P deux droites remarquables, savoir, la tangente a I'et la tangente
en P & la correspondante caractéristique de enveloppe de ce systeme de
surfaces. Or Borpont a prouvé que la relation qui existe entre ces deux
droites est symétrique; cela explique et justifie le nom de ,tangentes con-
juguées” qulil a employé. Lorsque » == 1 et que les surfaces considérées
sont toutes planes, on retombe sur la notion de tangentes comjuguées
ordinaires; maig si, 7 étant toujours = 1, on suppose que ces surfaces
soient des sphires, on arrive aux tangentes sphéro-conjuguées de CREMONA.)

1) Les nombres entre | | renvoient & la liste des publications de Crumona, placée
4 la fin de cet article.
2) Publié dans le t. 1 (1832) des Opuscoli matematici e fisici (Milano 1832).
3) Dénomination que M. Frrix Mincer ajoubera certainement & une nouvelle
édition de son excellent Vocabulairve mathématique.
9%



132 Gixo Lona.

Iin appliquant une formule générale de Borpoxi, ou hien raisonnani
directement, notre géometre prouve la constance du produit des tangent:
trigonométriques des angles que deux lignes a tangentes sphéro-conjugudes
existant sur une surface et passant par un méme point I de cette surface
font avee une des lignes de courbure qui passent par I Il remarque
ensuite que si 'on a une série de spheres tangentes & une surface quel-
conque le long d'une ligne de courbure. elles sont osculatrices i cette ligne
en chacun de ses points, offrant ainsi le premier exemple d'une espece de eourhes
que plus tard M. DarBoux a le premier étudices dans toute leur géndralité.!)
CUreEMONA ajoute que les droites tangentes en un point P d'une surface
aux deux lignes de courbure qui s'entrecroisent en P sont, non seulement
conjuguées ordinaires, mais aussi sphéro-conjuguées: cette propriété peut
méme servir a caractériser les lignes de courbure. Ces propositions subsistent
quelle que soit la loi de variation du ravon r de la sphere mobile dans
le systeme considéré; mais il ¥y en n d'autres qui naissent en supposant
qu'il existe des relations particulieres entre » et les rayons de courbure
principaux Ry et IIp de la surface au point de contact; UremoNA suppose
successivement que » soit moyen arithmétique, géométrique ou harmonique
entre 12y eét Rg, et arrive de la sorte & des propositions qui nous semblent
assez élégantes pour avoir une place dans les futurs traités de géométrie
différentielle.

Cinq ans apres, CREMONA est revenu sur ces mémes questions [21 ], pro-
bablement & cause d'une imperfection qu'il avait remarquée dans son premier
travail.2) Mais au lien de refaire simplement ses anciens ealeuls, il géndé-
ralisa les questions qui s'y rapportaient; savoir il supposa que, dans la théorie
de Borpont, r étant toujours = 1, les oo! surfaces du systeme ne fussent
pas des spheres, mais qu'elles eussent la propriété que leurs points de
contact avee 2 fussent des ombilics; et, par un procédé dune élégance
parfaite, il arriva & faire acquérir & ses résultats primitifs une généralité
extrémement remarquable. Je ne sais pourquoi les traités de géométrie in-
finitésimale tiennent un silence complet sur ces recherches de CREMONA,
comme sur celles de Borpoxi, d'on elles dérivent.

En revenant au groupe d'investigations que CrEmONA fit en sorfant
de T'université, nous signalerons une bhelle petite note [2] ayant pour but
d’établir le théoreme d’ABEL dans le cas particulier que I'immortel géometre

1) Les courbes tracées sur une surface, et dont la spheve oseulatrice est tangente
en chaque point a la surface (Comptes rendus Paris 73, 1871, p. 782—736); voir aussi
les autres travaux cités & la p. 158 de mon ouvrage Il passato ed il presente delle
principali teorie geometriche (Torino 1896; 2° ed.).

2) Cette inexactitude consiste en ceci que dans les formules (1) du mémoire [1]
(p- 384) il faut changer en — les signes -} des binomes: byy +¢1f, cre -4 ary, a1f + by«
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Luigi Cremona et gon o:uvre mathématique. 133

signala dans une lettre eélebre i Lecespre.’) Avant UREMONA ce cas
avait été étudié par O. J. Brocn?); mais le raisonnement employé par
notre mathématicien est d'une simplicité incomparable. 11 est fondé sur une
formule de Srorriswoopr®), dont UrREMONA expose une remarqguable de-
monstration due i Brioscin et dont il fit un peu plus tard usage [15]
pour établir et préeiser?) la formule suivante de M. Ropewrs:

23- a0 ---0'-+N—10l
240 °5+26 s =% (=1 o
2420 2480... 240 =(—1) 5 nd Zatn—10)

- 2 .

o4n—10a4nd. .. o4n—20

3. Séjour a Cremone.

(‘es travaux et les résultats donnds par V'enseignement de CREMONA
au gvmmase de Pavie montrerent & l'autorité supérieure qu'il était bien
digne d'une place plus élevée et moins précaire que celle qu'on lui avait
donnde. Bn effet, par arrété du 17 janvier 18567, il fut envoyé au gymnase
de Cremone, avee le titre de professeur ordinaire. Il se rendit tout de suite
avec sa famille & sa nouvelle destination et dans le deuxieme semestre
de In méme année il donna I'enseignement mathématique aux éleves des
six dernitres des huit elasses qui formaient cet établissement. Pour juger
combien lourde était la tiche du nouveau professeur, il suffit de remarquer
qu'il devait faire chaque semaine diz-sept heures de legon et montrer
Parithmétique, Palgebre élémentaire (jusqu'aux progressions, le bindme de
NEWTON et les logarithmes), la géométrie intuitive, la géométrie du plan
et de lespace, la trigonométrie et encore des notions sur l'application
de Talgebre i la géométrie%) Du zele et de I'ardeur deployés par CREMONA
dans son role de professeur, le souvenir est encore tres vif chez un homme
qui était alors un de ses éleves, Massiio MisAn (actuellement directeur
de Tinstitut téchnique d'Udine), qui rappelle la elarté, la rigueur et
l'efficacité de sa méthode didactique; nous tenons aussi de lui que, comme
il n'y avait pas alors en ltalie de bons textes pour T'enseignement mathé-
matique, CREMONA avait*la patience de rédiger des résumés de ses legons
que les éleves copiaient pour leur usage.

1) Journ. fir Mathem. 6, p. 73—80; Oeuvres complites d’ Apez, nouy. éd. (1881)
t. 11, p. 276—277.

9) Sur quelques propriités d’une cerlaine classe de fonctions transcendantes (Journ.
fiir Mathem. 20, 1840, p. 178—188).

3) Flementary theorems relating to determinants (Journ. fiir Mathem. 51, 1856).

4) Ronerrs avait éerit + dans le second membre de I'équation.

5) Voir le Programma dell” L R. ginnasio licenle di Cremona, 1857,

&
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Cette implicite déelaration du peu d'estime qu'il avait pour les fran.
qui avaient alors cours duns les ceoles italiennes, nous explique T inie
quil éprouva lorsque parurent les traductions italiennes de I'Algor de
BERTRAND et de la Géométric d'Awior; le contentement pour la premivre
nous est connu par le témoignage de ce méme élive de CrEvony que
nous avons cité eci-dessus, et Ia satisfaction produite par la seconde se
trouva publiquement déelaré dans un savant article bibliographique |22].
malheureusement inachevé, que lui consacra notre savant et qui i sans
doute contribué puissamment an sueees dun livee qui assura une honne
mstruction géométrique i plusieurs géndérations d'ébudiants an déga des Alpes.

Peu de temps apres avoir ¢été nommé professeur ordinaire, CREMONA
fut invité & derire un mémoire scientifique pour le Programme de I'institul
dont il faisait partie (¢’est un coutume qui subsiste encore en Allemagne
et en Autriche); ayant acceptd, il choisit comme sujet de son travail [3]
quelques théoremes énoneés par LArrr1e dans le cahier de mai 1857 des
Nouvelles annales de mathématiques'); pour les démontrer, il employa
cette méthode, si élégante et puissante lorsquil s'agit de la géométrie de
position, que les mathématiciens unglais appellaient .abridged notation®,
Les théoremes dont il s'agit se rapportent aux figures homographiques
et aux sections coniques; mnous m'en rapporterons pas les énoneés: nous
remarquerons seulement que, en les éablissant, CreMoxa gest montré
tout-i-fait le maitre du procédé employe, proeddé qui, gencralisé a espace,
devait bientot le conduire & des résultats de la plus grande importanee

De Cremone est encore daté un travail de notre géomitre |8 travail
qui bien qu'étant un simple article bibliographique, mérite d’étre signald,
avant tout parce quil donne la preuve des études supérieures que CREMONA
faisait alors, et ensuite parce qu'il renferme des déclarations de prineipe
qui nous semblent importantes. 11 s'agit d'une analyse des deux premiers
cahiers des Breitrage sur Geometrie der Lage; CREMONA n'était pas alors
admirateur enthousiaste de la méthode pure du eélebre professeur de
Niirnberg, et lorsqu'il disait que les propriétés deseriptives et les pro-
priétés métriques des figures sont si étroitement lides entre elles, quil n'est
pas avantageux de prononcer entre elles un divoree complet’, il prenait
rang dans l'armée ayant pour généraux CuasLEs et STEINER, o il devait
combattre toute sa vie en capitaine plein d'ardenr et de courage.

4. Recherches de Cremona sur la théorie des cubiques gauches.

Pendant son séjour a (remome notre mathématicien . éerivit hon
nombre de travaux qui fixerent sur lui Vattention des savants et qui, méme

1) Neuf théorémes de géométrie segmentaire (Nouv. ann. de mathém. 16, 1857
p. 202—207).

il

L
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anjourd’hui. ont encore une grande importance; jai en vue surtout eeux
(qui ont pour sujet les courbes gauches du troisieme ordre.

Le premier de ces ouvrages |9 [, éerib au printemps 1858, est un mémoire
soiend, avimt pour hut prineipal la démonstration des théoremes énonees
par Cnaspes dans L note XXX de Pdpercu historique et plus eom-
pletement dans la note intitulée Proprictés des courbes @ double courbure
du troisieme ordye)  Suivant Texemple de son maitre Brioscnn (qui, dans
la eourte note Sulle costruzioni del Cnasies per le linee del terzo e quarto
ordine,?) avait prouveé lutilité de Dalgebre dans Tétude des propriétes
deseripbives des figures), CUREMONA ent recours, pour_atteindre son but, 2
une méthode analvtique dont le plus éelatant mérite est prouvé par cela
quil n'a pas été possible de la remplacer par une autre plus élégante et
plus féconde: c'est une méthode qui sous une autre forme se trouve dans
le Baryeentrischer Calenl (1827) de Monius, mais que UREMONA déeouvrit
de gon eoté trente ans apres: elle repose sur la remarque que, 4, B, C,
D étant quatre fonctions linéaires indépendantes des coordonnées carté-
siennes dun point de Iespace, deux cones ayant une génératrice communc
peuvent se représenter par deux déquations du type suivant:

BD—(C*=0, AC—B*=0.
(‘ela prouve que la courbe oit ils se coupent (on Iappelle eubigue gauche,
d'apris la proposition faite par CREMONA et acceptie généralement depuis).
peut. ge représenter analytiquement i laide dun paramitre o par les
formules suivantes:

A:B:C:D=w:0:w:];
la tangente au point (@) de la courbe est alors représentée par les ¢quations
A—2w DB+ wC=0, B—2wC+ o D=N,

el le plan osculateur par 'équation
A—8w B+ 30w C—w®D=0.

Tout le monde sait aujourd’hui que eette représentation analytique

conduit par le chemin le plus direct et le plus court aux propriétés
fondamentales des points, des tangentes et des plans osculateurs de In
courbe. A celles que Ton connaissait avant lui, UREMONA cn ajouta de
nouvelles, parmi lesquelles nous choisissons les suivantes: WSi une droite,
conpant en un point une cubique gauche, est T'axe d'un faisceau de plans,
les couples de points ofi ces plans rencontrent encore Ia courbe forment
une involution. Un plan osculateur variable d'une cubique gauche coupe
un plan fixe 7 suivant une droite et la développable osculatrice suivant

1) Comptes rendus Paris 45, 1857, p. 189—197. Comp. Rapport sur les
progris de la géométrie en France (Paris 1870), p. 246—247.

9, Annali d. g, matem. 6, 1855; ou bien Opere matematiche di I'. Brioscn
t. 1 (Milan 1901, p. 177
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une conique (imscrite dans la développable); le pole de cette droite par
rapport & cette conique a comme lieu géométrique une autre conique,
dont le plan ' g'appelle conjoint an plan m: en particulier lorsque m est
a Dlinfini, on voit que le lieu des centres des coniques inserites dans la
développable osculatrice d'une conique gauche est une section conique.
Si un plan 7 est conjoint i #', inversement 7' sera comjoint i m et les
intersections de la courbe avee m et 7' seront accouplées en involution. —
Soient Py, Py, P3, Py quatre points quelconques d'une cubique gauche
et O un point extérieur; on détermine les points Py et P, ot la courbe
est encore coupée par les deux plans O P; I%, O P, P, (i. k. L. m étant
un permutation quelconque de 1, 2, 3, 4) et enfin celui P o elle Test
par le plan O Py Py,; ce point P est indépendant de la permutation 7 % L,
et gappelle point opposé aux quatre points Py, Py, P, Py

Au concept de plans conjoints d'apres la loi de dualité correspond celui
de points conjoints; tous les deux sont les fondements d'un nouvean chapitre
de la théorie des cubiques gauches, que STAUDT derivit de nouvean apris
CrEMONA.Y) Celui-ci développa considérablement cette théorie dans un autre
mémoire[10], ot il combina ces coneepts avec la considération du Nullsystem
lié & touté cubique gauche, comme nous allons le montrer. Soient: 7 un
plan queleconque de l'espace; P son foyer; 4, B, € les points ot & coupe
la cubique gauche considérée et p la droite (directrice) polaire du point
P par rapport & la courbe du froisicme ordre formce par les droites I,
CA, AB. Appelons conjointes deux coniques de la développable circon-
serite lorsqu'elles se trouvent sur deux plans conjoints, conjoints les triangles
ot la cubique gauche est coupée par deux plans conjoints et conjoints les
deux triedres formés par les plans osculateurs correspondants. On peut
alors prouver les théoremes suivants: ,La droite qui joint les foyers de
deux plans conjoints est une corde de la courbe, tandis que lintersection
de ces plans est la directrice de tous les deux. Par un point quelconque
de l'espace passent trois directrices réelles ou bien une seule, suivant que
par ce point passent trois plans osculateurs ou un seul. Les droites out
se coupent les faces correspondantes de deux triedres conjoints et les
deux comiques conjointes relatives appartiennent au méme hyperboloide
i une nappe“. Ite. efe.

Ces propriétés subsistent pour toutes les cubiques gauches, tandis
qu'il y en a d’autres dont la validité dépend de la situation de la courbe par
rapport au plan & linfini. Une classe remarquable de ces propriétés a été
étudiée par CrEMONA [12] en essayant de généraliser & l'espace les belles
propositions relatives aux coniques circonscrites & un quadrangle ou bien

1) Beitrige sur Geometrie der Lage, 3. Heft (Niirnberg 1860), p. 278.
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inscrites dans un quadrilatere, que venaient alors d’établir ou d’énoncer
Trupt') et STEINERZ). A cet effet il commenga par la remarque que, en
choisissant d’une maniére convenable les axes cartésiennes, il est toujours
possible de représenter une cubique gauche I"par des équations du type suivant:

xa @ oy _ 8 oz 9.

a9 b 9 ¢ 9’
9 est un parametre, = (J — a)? 4 f% et la constante a peut toujours
atre supposée égale i 0. Les plans osculateurs de I' forment une surface
développable du 4° ordre et de la 8° classe renfermant ! coniques
(inserites dans la développable); or en appliquant les équations ci-dessus,
Uremoxa trouva que:

1. Si I' a & Vinfini trois points réels, toutes les coniques inscrites
sont des hyperboles dont les centres forment une ellipse; par la courbe
passent trois cylindres du second ordre, tous hyperboliques.

9. Si au contraire I’ n'a & Vinfini qu'un point réel, entre ces coniques
il y a oo! ellipses, ! hyperboles et deux paraboles; le lieu des centres
de ces coniques est une hyperbole dont le plan est parallele et également
éloigné des plans de ces deux paraboles; par la courbe ne passe qu'un
eylindre du second ordre, qui est elliptique.

(Cela prouve la convenance de faire de toutes les cubiques gauches
deux grandes catégories. Mais i CrREMONA n’échappa pas I'existence de deux
sous-classes remarquables, dont l'une comprend les cubiques gauches
tangentes an plan & l'infini eb qu'on peut représenter par les équations du

type suivant:

f____&
- =

e & r . b :
« @—ap b__(&—n:)"’ & —a
et I'autre les cubiques gauches osculatrices au méme plan et qui peuvent
se représenter par des équations telles que les suivantes
93 L9 2=
= VRS b DR = .

On arrive de la sorte & la classification des cubiques gauches que
SEYDEWITZ®) avait proposée auparavant, dans un mémoire qui CREMONA
ne connut que plus tard*) A la fin de son travail il donne la preuve

1) Mem. dell’ acc. d. se. di Napoli 1, 1856.

92) Vermischte Sitze und Aufgaben, § Il (Journ, fiir Mathem. 53, 1858, ou
bien Ges. Werke T. 11, p. 678).

3) Lineare Construction einer Curve doppelter IKrimmung (Arch. der Mathem.
10, 1847).

4) Cetto classification a été de nouvesu signalée par notre géomdtre au cours
de la solution qu'il donna [13] d’une question proposée dans les Nouv. ann. de
mabthém. touchant les cubiques gauches; lorsque Cresona connut plus tard le travail de
Sevpewrrz, il accepta la nomenclature que celui avait proposée (comp. [24] §§ V, VI).
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qu'il avait des alors compris combien remarquable est la cubique gavch:
osculatrice au plan & linfini; ef pew apres il clablit un hean théorem:
[17], qui fait voir une frappante analogie entre cette courbe a double
courbure et la parabole ordinaire.

Il est bon de remarquer ici que le mémoire [12] que nous venons
d’analyser est tout-i-fait analogue & un autre [11] plus ancien relatif
aux surfaces du second ordre, qui a aussi été composé dans le but
de généraliser 2 l'espace les théortmes susmentionés de Trubr et de
STEINER. DPans ce nouveaun travail CREMONA, en employant les coordonnées
tangentielles, s'est proposé de chercher de quelles espices étaient les oo!
surfaces de 2° classe inscrites dans une développable de la quatrieme
classe. On sait que parmi ces oo! surfaces il y a quatre coniques, dont les
plans forment un tétraedre autopolaire par rapport i toutes ces surfaces;
or CREMONA prend comme origine des coodonnées un sommet de ce tétravdre
et comme axes coordonnés les arétes sortant de ce sommet; il exelub en
conséquence les cas ol le tétraedre dont il s'agit a quelque élément imaginaire;
comme ces cas peuvent bien se présenter, son analyse n'est pas complete
et (si on ne l'a pas encore fait) il serait a désirer que quelqu’un prit la peine
de la compléter!). — Mais il v a un tres remarquable systeme de quadriques
inscrites dans la méme développable pour lequel le tétraedre polaire est
toujours completement réel; c'est le systeme des quadriques homofocales.
Onaspes, dans la Note XXXII de U'Apercu historique et plus tard dans un
Résumé d’une théorie des surfaces du second ordre homofocales®), en énonga
les propriétés les plus essentielles; or CrEMONA dans une importante
Revue bibliographique [19], aprés avoir établi analytiquement les
quatre principaux théoremes énoncés par le grand géometre francais®), en
signala un plus général d'onr il sut tirer ces quatre cas particuliers.?)

Apres cette digression, que nos lecteurs voudront bien nous pardonner,
nous continuerons l'analyse des travaux de CREMONA sur les cubiques gauches.
Le premier que nous trouvons [24], est postérieur d’environ une année au
dernier qui nous a occupé [12]. L’activité hors ligne déployée par notre
géometre & donner foujours wunicuique suwm mous permet de déterminer la
cause du changement de direction qu'il manifeste; dans cette annde il prit
connaissance directe des recherches sur les cubiques gauches qu'avaient

1) Il est bon de remarquer que la question corrélative (recherche des différentes
especes de surfaces du 2° ordre dun faisceau) a été parfaitement résolue plus tard
par Crevona d'une maniére synthétique: voir Grundziige einer allgemeinen Theorie der
Oberfldchen, p. 276—282.

2) Comptes rendus Paris 50, 1860, p. 10565—1063, 1110—1115.

8) Comp. Rapport sur les progres de la géométrie, p. 233.

4) Ajoutons qu'un probleme spécial relatif aux quadriques homofocales a été
régolu par Cremona dans un autre travail [32]

-
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depuis longtemps accomplies MiBIUS et SEYDEWITZ et de celles plus récentes
que SCHROTER avait publides dans les t. 54 ef 56 du Journ. fiir Mathem.;
par ces dernieres UREMONA se fit la conviction que les procédés logiques
employés par Schrirer sont les plus adaptés pour étudier les cubiques
gauches (et aussi d'autres figures géométriques plus compliquées'); par
conséquence le mémoire |24 | nous ‘mpparait doué du plus grand intéret, ear
il manifeste une nouvelle direction prise par la pensée de notre mathématicien,
direction & laquelle il devait demeurer toujours fidele et qui lui fit atteindre
les sommets de la gloire. Dans ce mémoire CREMONA établit avant tout la
aénérabilité de toute cubique gauche & 'aide d'un faisceau de plaus et des
ool génératrices d'un systeme d'une quadrique en correspondance projective,
ou bien & 'aide d'éléments corrélatifs, en remarquant des cas spéciaux de ces
générations L'utilité de ses methodes de génération est prouvée par UREMONA
par les solutions de deux questions proposées, I'une par CHASLES ef l'autre
par STEINER; la premiere consiste dans la construction des (deux) cubiques
gauches appartenant & un hyperboloide & une nappe et passant par eing
points de cette surface; I'autre a pour but la détermination du nombre
(quatre) des points dont chacun est l'intersection de quatre plans corre-
spondants en un méme nombre de faisceaux projectifs de plans.

L'impression que firent sur CREMONA ces travaux de SCHROTER, non
seulement ne s'effaga pas avee le temps, mais on dirait qu’elle devint toujours
plus profonde; ear au printemps 1861 il jugea utile de reprendre ex novo
la théorie des cubiques gauches |38], avant tout pour donner un historigue
détaillé et complet des travaux de ces derniers (MoBius, CHASLES, CAYLEY,
SALMON, SEYDEWITZ et ScuriTER), et aprés pour exposer sous une forme
purement géométrique sa.théorie des points conjoints et des plans conjoints
par rapport & une cubique gauche, et pour déterminer, sans avoir recours
a Danalyse, les especes de coniques inscrites dans une développable du 4°
ordre et de la 8° classe. Ce travail, pour la nouveauté des résultats, n’est
certainement pas comparable i d’autres du méme auteur, mais & cause de
la méthode employée et de la pureté de son style, il est bien digne de
I'admiration générale dont il fut T'objet.

Sétant mis en train d’é¢tudier les cubiques gauches au point de vue
de la géométrie moderne, CREMONA aper¢ut bientot la nécessité de résoudre
les questions relatives & la construction de ces courbes; il composa en
conséquence un remarquable mémoire [39] pour exposer la construction
d'une courbe du 3° ordre & double courbure déterminée par n de ses
points et 6 —n de ses cordes (n==6,5, ..., 0). 1l est bon d'observer que
dans le eas 2==0 le probleme a siz solutions, circonstance que CREMONA

1) Comp. aussi Nouv. ann. de mathém. 13, p. 291 note.
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a remarquée le premier.!) Notons encore que CREMONA rencontra, au cours
de ses recherches, le corrélatif du théortme suivant: ,si deux cubiques
gauches n'ont pas de points communs, elles auront dix cordes communes;
proposition qu’il démontra en substituant & une des courbes données le
systeme formé par une conique et une droite qui la coupe; c'est un des
premiers exemples (mais pas le seul qu'ait offert Crumoxa) dun fécond
procédé de recherche aujourd’hui tres employé et qui appartient aux
applications du ,,principe de la conservation du nombre“ de M. Scrnuperr.?)
Cest peut-étre en étendant ce procédé logique que mnotre auteur parvint
i cette autre proposition bien plus générale, qu'il se borna i dnoncer:
w51 deux courbes gauches des ordres m, m', douées de a, a’ points doubles
apparents, se coupent en # points, le nombre de lenrs cordes communes

sera exprimé par
mm’ (m — 1) (m"— r(r—1),

q 2t aat 2

CREMONA donna une autre contribution remarquable i la théorie qui
nous occupe maintenant, en cherchant [57] le nombre des quadriques de
révolution qui passent par une cubique gauche donnée; la remarque qu’il
utilisa pour découvrir ce nombre est qu'une surface du 2° ordre de
révolution est bitangente au cercle imaginaire & l'infini, de sorte que le
nombre cherché est égal a celui des coniques circonserites i un triangle
donné et bitangentes i une conique appartenant au plan de ce triangle;
ce nombre est done guatre lorsqu’il s'agit d’'une hyperbole gauche, deux
si la courbe est une hyperbole parabolique ou bien une hyperhole gauche
coupant deux fois le cercle imaginaire i linfini®). Ce dernier cas
particulier des courbes du 8° ordre & double courbure a été rencontré
par CREMONA, aussi en cherchant [60] le lieuw géométrique des pieds
des perpendiculaires abaissées des points d’une droite sur les plans pro-
jectivement correspondants d'un faisceau; dans cette occasion il proposa

1) M. Reve Vattribue au contraire & M. Srurm (Der gegenwdrtige Stand unserer
Kenninisse der Fubischen Raumkwrven dibersichilich dargestellt; Festachrift der
mathem. Ges in Hamburg, 1890, p. 48).

2) M. R. Stumm est arrivé au méme résultat par unme autre voie dans sa note
Combien y a-t-il des sécantes communes a deux cubiques gauches? (Annali di matem.
32, p. 28—32).

3) Dnacn puisa aux mémoires sur les cubiques gauches que nons venons d'analyser,
pour écrire son FEinleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte (Leipzig 1867).
Beurramx jugea que 1'étroite liaison qui existe entre ce livre et les travaux de Cremoxa
n’avait pas été indiquée assez nettement par Dracn et il en fit I'observation dans la
dernitre partie (p. 412—419) de ses notes Sulla tcoria delle cubicke gobbe (Rend. dell’ ist.
Lomb. 13, 1868); or cette partie polémique du travail de BeLrrams (qui, pour satisfaire
au désir de Cremosa, n’a pas ét6 insérée dans les Opere matematiche de Brrrram)
ne doit pas &tre oubliée dans 1'étude des mémoires du savant dont nous nous ocenpons,

en raison des rectifications qui y sont indiquées et qui proviennent de ce dernier,
Ld
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de désigner la cubique gauche résultante sous les noms de cercle gauche
ou cubique gauche circulaire.

(REMONA, §'étant tourné, par une évolution naturelle de sa pensée,
vers Uétude des courhes plaves akeéhriques (voyez plus bas § §), ne perdit
jomais de vue la théorie ot pour la premicre fois il 'était affirmé
vraiment original: trois de ses travaux sont la pour le prouver. Dans I'un
d’eux [46] il exposa un certain procédé (auquel il donna le nom de projection
hyperboloidique) pour établir une correspondance entre les points dune
cubique gauche I' et ceux d'une section conique; voici comment on y
parvient. Lia projection de I faite d’'un de ses points S sur un plan 7 est
une conique K circonserite au triangle A BC, dont les sommets sont les
intersections de I'et ; or K peut se considérer comme la courbe premicre
polaire d'un certain point O de & par rapport au trilatere A BC. En con-
séquence, & chaque point S de I" correspond un point O de 7, ef, lorsque
S déerit I O parcourt une conique & circonserite au triangle ABC.
De cette maniere (suivant lopinion de CREMONA) les problemes relatifs
a la cubique I' se transforment en autant de questions plus faciles
relatives 2 la conmique £: mais quels sont les problemes qui peuvent
ainsi se résoudre, ni CREMONA, ni personne apres lui ne nous 'ont encore
dit. — Dans un autre court article [41], notre géometre a prouvé cet
élégant théoreme: Etant données une cubique gauche I" et une droite »
qui me la rencontre pas, on mene par r un plan queleonque 7 qui coupe I
aux points A, B, ; or, par rapport au triangle ABC, a la droite »
correspondent un point et une conique comme enveloppes-polaires de la
1° et de la 2° classe; et lorsque 7 tourne autour de r, P décrit une droite
et 7 une surface du 4° ordre, dont » est la droite double“. — Plus étendu
est un autre mémoire [54], par lequel CREMONA a voulu tenir une ancienne
promesse (voir [12]) de s'occuper particulierement de la cubique gauche
osculatrice au plan & linfini. La longue route que nous devons parcourir
nous empéche de rapporter toutes les profondes considératioms exposées
dans ce fravail et les belles conséquences qu'en déduisit CrEMONA, mais
sur un point le devoir de l'historien mous oblige de mous arréter. Clest
le passage od CREMONA signale les cas parficuliers que peut présenter une
parabole gauche caractérisée par la supposition qu’elle ait un terne (et par
conséquence oo! ternes) de plans osculateurs par couples orthogonaux, ou
bien un terne (et par suite oo!) de droites tangentes deux a deux ortho-
gonales. Dans le premier cas il y a une droite qui est le lieu géométrique
des sommets des triedres trirectangles osculateurs & la courbe, et une autre
droite par laquelle passent tous les plans déterminés par les ternes de
points de contact; par chaque point de la premidre passent trois des
directrices des paraboles inscrites dans Ja développable circonscrite & la
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courbe considérée. Eh bien! cex propriétés, caractéristiques d'une catégerie
de cubiques gauches, ont ¢éi: retrouvées vingt ans apres par W. Franz
Mever?) et O. BOKLEN %), & Tattention desquels le mémoire [54] de CrEMONA
avait certainement échappé. Ajoutons que duns ce travail on rencontre
encore le cas spécial de parabole gauche caractérisé par lexistence d'un
plan diamétral perpendiculaire aux cordes qu'il coupe en parties égales;
notre mathématicien détermive les conditions pour qu'il se présente.

La suite de mémoires de CREMONA sur les cubiques gauches, commenee
en avril 1858, ne se termina qu'en avril 1879; elle commence par le premier
travail vraiment original de notre mathématicien et finit par celui qu'on
pourrait dire le dernier [109]. Dans ce mémoire, la considération de certaines
courbes planes étudiées par Taur, Wevr®) et . Darsovx?) est étendue, non
seulement i l'espace ordinaire, mais i tous les espaces linéaires. Iin effet,
CremoNa établit avant tout le théoreme suivant: .Si dans un espace de
m dimensions on a un systeme de ool plans

=0 +ta + 72y 4. Ty, =10

du genre 0 et de la classe m, et si la suriaw de l'ordre n

I,
ol —0

5 —
4‘#',' tr‘:"' arm—l

(ot »y, 79, ... T —1 sont m nombres différents choisis duns la série
1,2, .. ,n 4w —1 et les & sont des constantes), qui contient tous les

sommets du polyedre complet dont les (" + . [) faces sont les n+-m—1 plans

lEl=01 tg =10, ey tu+m—-l=0

du systeme, passe par m des sommets du polyedre formé par n - 1 autres
plans du méme systeme, elle passera aussi par les autres®. Dans le eas
m == 3, ce systéme est formé par les plans osculateurs d'une eubique gauche;
sur ce cas CREMONA s'arréte assez longtemps, établissant un systeme par-
ticulier de coordonnées pour les points de l'espace ordinaire (chaque-point
étant déterminé par les parametres des trois plans osculateurs de la courbe
qui le contiennent) et en en faisant plusieurs applications tres élégantes; citons
comme exemple la proposition suivante: ,Les sommets de trois polyedres
complets, dont chacun est formé par n plans osculateurs d’'une cubique
gauche, se trouvent toujours dans une surface de l'ordre » — 2 contenant
les sommets de oo® polyedres analogues®. Cela est bien suffisant & prouver
que CREMONA a su courommer dignement I'édifice géométrique qu'il avait
construit en étudiant les cubiques gauches.

1) Wann Dbesitzt die kubische Parabel eine Directriz? (Mathem.-naturwiss.
Mitt. [Stuttgart] 1, 11—-16).

2) Uber die kubtsche Parabel mit Directriz (Zeitechr fiir Mathem. 29, p.378—782),

8) Uber Involutionen hoherer Grade (Journ. fiir Mathem. 72 s 1870, p. 285—292).

e 4) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algcbr iques (Paris 1873),
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5. Cremona au lycée de Milan et a l'université de Bologne.

Le désir de faire paraitre la dépendance logique qui relie les différents
travaux de notre héros, nous a obligé d’abandonner dans mnotre narration
Tordre exactement chronologique; mais & présent mnous allons reprendre
le fil de sa biographie.

Son séjour & Cremone dura moins de trois ans. La Lombardie
ayant été libérée du joug étranger, le gouvernement italien (par un arrété
du 28 novembre 1859) le momma professeur au lycée St. Alexandre
(aujourd’hui Beecaria). De Milan est daté un mémoire de gdométrie
analytique [18], dont un résumé parut dans les Nouvelles annales de
mathématiques (voir [16], 2° partie), en réponse 4 une question (498)
de ce journal. La question dont il s'agit est un eas tout particulier de
la suivante: ,Etant donnés une droite 04, un de ses points O et un
point B au dehors d’elle, trouver dans le plan ABO une courbe telle
(wen menant une quelconque de ses tangentes et par I la parallele a
cette tangente, les segments O, ON de la droite 04 compris entre ces
droites et le point O soient lids par une relation algébrique du degré =
I'(OM, ON)=0% (est précisément le probleme général que CREMONA
a fraité en maitre, en employant les coordonnées tangentielles. Mais il «
encore remarqué que sa solution pourrait servir a résoudre la question
analogue de Pespace, que I'on peut énoncer comme il suit: ,Etant donnés
une droite 04, un de ses points 4 et deux points B, €' au dehors, trouver
une surface telle qu'en menant ad libitum un de ses plans tangents et par
B, C les plans paralleles a ce plan, les segments OL, O, ON de la
droite OA compris entre ces plans et le point O soient liés par une
relation algébrique du degré n F(OL, OM, ON)=0%

CREMONA ne devait pas rester longtemps au lycée de Milan. La
Romagne ayant été réunie au royaume d’ltalie, le dictateur FariNi institua
dans l'université de Bologne une chaire de géométrie supérieure; et
T. MAMIANI, qui était alors ministre de linstruction, appela CUreEmona &
loccuper comme professeur ordinaire (arrété royal du 10 juin 1860),
personne ne lui paraissant mieux indiqué pour étre désigné i une chaire
analogue & celle illustrée par M. CoasvLEs. Par suite de cette décision notre
mathématicien fixa en novembre 1860 son domicile dans le chef-lieu de
U'Emilie. ,Per me (éerivait-il le 26 novembre 1870; voir [97]) i ricordi de’ sei
anni vissuti in Bologna sono tutti pieni del nome di DomeNico Pianit).
Egli mi ricevette a braccia aperte al mio primo giungere in cotesta citta;
e mi prepard, presso i colleghi e gli uomini pit chiari per sapere, si cortesi

1) Voir sur co mathématicien pen connu: D. Saxracata, Della vita e delle opere
di Douenico Praxt (Mem. dell” ace. d. se. di Bologna 13, 1871).
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accoglienze che, dove credevo di entrare uomo nuovo, trovai indulgenza
e benevolenza. Ne il suo patrocinio mi venne mai meno; anzi coll’ andar
del tempo si fece sempre pin affettuoso ed intimo, e non cesso che colla vita.“
— Mais Pran1 ne fut pas le seul savant qui ait contribué & faire que
CrEMONA ait trouvé si attrayante la résidence de Bologne; une bonne partie
du mérite appartient aussi & . Brrrram (nommé professenr d’algtbre i
Bologne, sur la proposition de CrREMONA} eb D. CHELINI (qui y enseigna
la mécanique rationnelle durant les anndes 1860—64); leur accord fut
toujours parfait et 'on peut affirmer que CrEmona, avee BeEnrrami et
CHELINI, a fondé la haute réputation mathématique dont jouit encore la
moderne faculté des sciences de Bologne. Tous les trois devaient rester
amis toute leur vie et se retrouver plus tard i Rome; ayant survéeu aux
deux autres, CREMONA dédia & leur mémoire des mnotices hiographiques
(voir [108], [110], [111], [120]) ou T'on adwire dgalement le sentiment
et 1a doctrine: et la Collectanea mathematicain memoriam D. Cneving,
nune primum edita cura et studio L. Cremoxa et 15 Beurramr est
et sern toujours un témoignage de sentiments élevés, qui embellissent et
ennoblissent la vie humaine.

Ayant été appelé & Bologne pour occuper une chaire de réeente
création, CREMONA pensa de commencer par un discours d'ouverture le
nouvel enseignement, pour en exposer le but et la nature. Ce fub aussi le
sentiment de CHASLES lorsqu'il inaugura son cours de géoméirie supérieure
i la Sorbonne. Mais tandis que le grand géometre francais, déja mir et
encore tout imbu de ses célebres recherches historiques, jugea hon de
commencer ses lecons en jetant un regard sur ce que la géométrie avait
été, le professeur italien, dans I'instant ou, jeune et plein d'ardeur, il prenait
possession de sa ‘chaire, préféra exposer [25] ce que la géométrie était
alors et ce qu'elle aspirait & devenir. L'ancien, mais toujours ardent
volontaire, en parlant dans une ville encore toute émue et frémissante de
la révolution qui l'avait affranchie de la domination papale, ne crut pas
devoir adopter le langage froid de la seience abstraite qu'il professait; tout
son discours est en consequence comme un hymne i la science et & la
patrie; qu'il me soit permis d'en donner une idée, par la transcription de
son éloquente peroraison:

Giovani alunni, che v’ accingete a seguirmi in questo corso di
geometria moderna, non v’ accostate che con saldo proposito di studi
pertinaci. Senza un’ incrollabile costanza nella fatica non si giunge
a possedere una scienza. Se questo nobile proposito ¢ in voi, io vi
dico che la scienza vi apparird bella e ammiranda, e voi 1' amerete
cosi fortemente che d' allora in poi gli studi intensi vi riusciranno
una dolee necessita della vita. Me fortunato se potessi raggiungere
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lo splendido risultato &' invogliare questa generosa gioventi allo
studio ed al eulto di una grande scienza che ha gia procacciato tanta
gloria agli stranieri e che fra noi nmon ha che rarissimi e solitarii
cultori!

Respingete da voi, o giovani, le malevole parole di eoloro
che a conforto della propria ignoranza o a sfogo d’ irosi pregiudizii
vi chiederanno con ironico sorriso a che giovino questi ed altri
studii, e vi parleranno dell' impotenza pratica di quegli nomini che
si consacrano esclusivamente al progresso di una scienza prediletta.
Quand’ anche la geometria non rendesse, come rende, immediati
servigi alle arti belle, all'" industria, alla meceanica, all’ astronomia,
alla fisica; quand’ anche un’ esperienza secolare non ¢i ammonisse che
le pin astratte teorie matematiche sortono in un tempo pin o meno
vieino ad applieazioni prima neppur sospettate; quand’ anche non ci
stesse innanzi al pensiero Ia storin di tanti illustri che senza mai
desistere dal coltivare la scienza pura, furono i pin efficaci promotori
della presente civilth — ancora io vi direi: questa scienza ¢ degna
che voi 1' amiate; tante sono e cosi sublimi le sue bellezze, ch' essa
non pud non esercitare sulle generose e intatte anime dei giovani
un’ alta influenza edueativa, elevandoli alla serena e inimitabile poesin
della verita! I sapientissimi antichi non vollero mai scompagnata la
filosofia, che allora era la scienza della vita, dallo studio della geo-
metria, e PLATONE serivevi sul portico delln sua acecademia: Nessuino
entri qui se non ¢ geometra.  Lungi dunque da voi questi apostoli
delle tenebre; amate la verita e la luce, abbiate fede mei servigi che
la scienza rende presto o tardi alla causa della civilta e della liberta.
Credete all' avvenire! questa & la religione del nostro secolo. 0
giovani feliel, eui fortuna concesse di assistere nei pin begli anni
della vita alla risurrezione della patria vostra, sveglintevi e sorgete
a contemplare il novello sole che fiammeggia sull' orizzonte! Se la
doppia tirannide dello sgherro austriaco e del livido gesuita vi teneva
oziosi e imbeeilli, la liberta invece vi vuole operosi e vigili. Nelle
armi e mei militari esercizii rinvigorite il corpo; negli studii severi
e costanti spogliate ogni ruggine di serviti, e alla luce della scienza
imparate ad esser degni di liberti. Se la voce della patria vi chiama
al campo, e voi accorrete, pugnate, trionfate o cadete, certi sempre
di vincere: le battaglie della nostra indipendenza non si perdono
piti. Ma se le armi posano, tornate agli studii perocchi anche con
questi servite e glorificate I'ltalia. L'avvenir suo ¢ mnelle vostre
mani; il valore dei suoi prodi la strappera tutta dalle ugne dello

straniero, ma ella non durerebbe felice e signora di se ove non la
Bibliotheca Mathematica. 1II. Folge. V. - 10
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rendesse onoranda e temuta il senno dei suoi cittadini,  Ancora una
volta dunque, o giovani. io vi dico: non la turpe inerzia che sfibra
anima e corpo, ma i militari e 1i scientifici studi vi faranno ajutatori
alla grandezza di questa nostra Italia che sta per rientrare, al cospetto
dell’ attonita Europa, nel consorzio delle potenti e libere nazioni, eon
una sola capitale, Roma, con un solo re, Vrirrorio EMANUELE, con
un solo e massimo eroe, GARIBALDL

I’enseignement universitaire de CREMONA répondit-il aux espérances
qu'on fondait sur le maitre, sur le savant et sur I'auteur de cette magnifique
Prolusione? C'est opinion universelle que, mon seulement il maintint,
mais qu'il alla bien plus loin de ce qu'on attendait de lui. Convaineu
de la sainteté de la mission confiée & un maitre queleonque, il dédiait
de longues heures de concentration a préparer ses legons; son exposition
était toujours calme et rigoureuse, mais en méme temps vive et attrayante;
avec ses éleves il n'était pas avare de conseils et d'assistance; et il
leur recommandait sans cesse de se pourvoir d'amples connaissances
analytiques, dont il reconnaissait la nécessité pour tout géometre; om
retrouve donc en CREMONA maitre, ce mathématicien aux idées larges
qui apparait aux lecteurs de ses mémoires scientifiques. Un groupe
de ses nombreux et brillants éléves, ayant désormais une place distingude
dans Thistoire de la géométrie, forme le plus bean témoignage de
I'importance de son wuvre didactique: qu'il nous suffise de choisir de
ce groupe les noms de A. Anmenante, I Carowavr, R. pe Paous et
Emin WeYr parmi les morts, E. Berrini, G. Juna et G. VERONESE parmi
les vivants.

Cette notice sur I'influence de CrEMONA sur l'enseignement mathé-
matique contiendrait une déplorable lacune si 1'on ne faisait pas mention de
Iintérét qu’il prit toujours et qu'il exprima efficacement & 1'enseignement
secondaire pendant toute sa vie: nous citerons seulement deux manifestations
publiques de cet intérét. La premiere se trouve dans la traduction italienne,
quil commenga & faire paraitre en 1865, des Elemente der Mathematik de
R. Bavurzer, pour doter les instituts techniques italiens d'un texte conforme
aux exigences de la science.') La seconde consiste dans la campagne
quil soutint & cété de Brioscur et secondé par Brrri, pour obtenir
Vintroduction des Eléments d'BucLipE comme livre de texte dans les écoles
classiques; il commenga cette campagne en 1867 lorsque, ayant été chargé
par le gouvernement de faire une enquéte sur 1'état de l'enseignement de

1) Je cite ici, faute d'une meilleure occasion, un autre ouvrage dont la traduction
porte le nom de Cremona, c'est le suivant: Bresixen, Tavole logaritmico-trigonometriche
con cinque decimali (Milano, Hoepli 1877).

*
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la géométrie, il recommanda l'adoption de 'EucrLibe pur et simple comme
texte dans les lycées'); cette campagne lui causa bien des chagrins %). mais
elle eut I'heureux résultat de (jemploie les mots mémes de CREMONA 5
.shandire inmumerevoli libercoli, compilati per pura speculazione. che
infestavano appunto quelle scuole dove © maggiore pei libri di testo il
hisogno del rigore scientifico e della bonta del metodo®.

6. Etudes de Cremona sur la théorie des courbes planes.

Un probleme beau, grand et trés important marque le commencement
des recherches géométriques que Cremona a faites & Bologne: celui
de recueillir, coordomner et exposer sous ume forme géométrique et
méthodique les mombreuses propriétés qu'on avait découvertes dans les
courbes algébriques de tous les ordres; la grande renommée atteinte par
' Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane [29] fournit la
preuve delatante de la génialité de la solution qu'il en a donnde. D'apres
les déclarations mémes de l'auteur, il fut poussé & composer ce travail par
le désir d'établir géométriquement les propositions que STEINER avait
énoncdes sous le titre Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven;
et comme il résulte de ce que dit le grand géomdtre suisse, quil avait
appliqué amplement la théorie des courbes polaires d'un point par rapport
4 une courbe plane, CrEMONA crut bon de commencer par établir
méthodiquement cette théorie; mais pour cela étant nécessaire d'employer
d'autres notions, notre géometre, pour étre complet, les réunit dans le
1er chapitre de son ouvrage. Dans celui-ci dominent les concepts de rapport
anharmonique et d'involution, qui, malgré les travaux antérieurs des
géometres frangais et allemands, étaient alors trop peu répandus chez nous;
et on y trouve encore largement exposée la théorie des centres harmoniques.
(Comme nouveautés nous y remarquons une considération et un mom: la
considération des quatraines de points ayant des rapports harmoniques fon-
damentaux égaux et lenom d’équianharmonique pour la valeur commune
de ces rapports?). Il n'est pas nécessaire de nous arréter: plus longtemps

1) Comp. Giorn. di matem. 9, 1871, p. 182—183.

2) Voyez V'avant-propos des Elementi di geometria projettiva.

3) Voir une lettre [84] publiée pour répondre i la traduction (faite dans un but
polémique évident) d'un discours de J. M. Wison sur Buctme come testo di geometrin
elementare (Giorn. di matem. 6, 1868, p. 361—868). Au méme discours avait déji
répliqué J. Howen (Id. 7, 1869, p. 56) qui, sous le titre de L’enseignement de la géoméirie
élémentaire en Italie (Nouv. ann, de mathém. 89, 1869, p. 278—283), fit paraitre
une traduction commentée de cette lettre [84].

~4) Dans les travaux de Cremona on remarque un trés grand nombre d'applications

de la motion de rapport équianharmonique. Une des plus anciennes se trouve dans

lo théoreme suivant: ,Un quadrilatére complet a pour couples de sommets opposés
) 10*
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sur le procédé de démor : ution dont CremoNa fit usage; tout le monde
en connait les mérites «: ics défaits; tout le monde sait que, tout en
étant synthétique au deco -, il est an fond analytique, et personne n'ignore
les efforts qu'on a faits pour mettre 4 sa place un procédé on les coor-
données ne jouent pas, comme dans celui de Cremoxa, le role de Deus
ex machina. — Dans le 29 chapitre notre géometre expose la théorie des
polaires, suivant les idées de ses inventeurs (BopiLLier, PLicKER, Grass-
MANN, DE JONQUIERES) avee des additions d'une valeur considérable et des
applications profondes et vastes qui sont autant de trophées des victoires
de la géométrie pure et qui ne tarderent pas a devenir classiques: qu'il
suffise de citer les investigations sur les svstemes de courbes et sur les
courbes covariantes auxquelles on donne aujourdhui, dapres Crevona,
les noms de Hessienne, Steinérienne, Cayleyenne et Jacobienne.
Sous le rapport de la méthode de raisonmement, signalons sa rigoureuse
unité et les mombreuses applications qu'il renferme du principe de lu
conservation du nombre; des corrections de détail indispensables furent
signalées par l'auteur lui-méme [56]; M. Currze en tint compte dans
sa traduction allemande de I'Infroduzione'). — Dans le 3° chapitre,
CrEmMONA, qui avait déji exposé dans les deux précédents les propriétes
caractéristiques des sections coniques?), applique la théorie générale des
courbes algébriques i celles du troisieme ordre tout-a-fait générales.
MacLAuriy (1748), Chasnes (1837), Pricker (1839, 1847), CavLey (1844,
1857), Hrsse (1844, 1848, 184Y), Srtemkr (1846). Aroxnonn (1850),
SaLyon (1851, 1859), S. Roserrs (1860) et ('Lenscn (1861), parcourant
des routes différentes, étaient arrivés & un grand nombre de propriétés
de ces courbes; CREMONA, apres avoir pris connaissance des travaux de

aa’, bl', e’ et pour diagonales fy, ye, ofi. Chacun des cotés (abe, al’¢’, a'le, abe’)
du quadrilatére contient troie points; soient w, @' les deux points formant avec ces
trois 1 un systéme équibarmonique. Chacune des diagonales (aa’: fy; bb" - ya; o'+ afl)
contient quatre points; soient ¢ et ¢ les points doubles de l'involution qu'ils déterminent.
Les huit points analogues & w, o' et les six analogues i\ 7, i appartiennent i la
méme conique“. Il a ét¢ énoncé par Cnemosa |52], puis démontré géométriquement
par lui-méme [70] et encore étendu @ l'espace [53]. Des recherches analytiques de
Barracunt eb Janwm (Giorn. di matem.; 2, p. 49—52), de Frrnens (One the fourteen
points conic; Messenger of mathem. 8, p. 68—70) et W. A. Wrrnwonrn (Quadrilinear
coordinates, Id. p. 77—T79 et On de fiftypoints eonicoid, Id. p. 144—145) prouvent la
valeur qu'on a recomnue en Italie et en Angleterre i ce théortme. Comp. Saumon-
Fievrenr, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 6. Aufl. (Leipzig 1903), p. 636.

1) Einleitung in die geometrische Theorie der chenen Kurven. Nach der mneuen
Redaktion unter Mitwirkung des Verfassers ins Deutsche tibertragen (Greifswald 1865).
Du méme ouvrage il existe une traduction tchéque due & Ex, Weyn (1873).

2) Une application des théoremes fondamentaux sur les faisceaux de coniques
se trouve dans la note [33].

*
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ges devanciers et projetant sur eux la lumiere qui émanait de sa théorie
générale, réussit & les coordonmer parfaitement et & les compléter en
plusieurs points importants.') La théorie des courbes planes du 3¢ ordre
que l'on trouva dans 1'Introduzione comprend presque toutes les différentes
questions que cette théorie provoque?); toutefois celle de la forme que
peuvent prendre ces courbes en est totalement exclue. Or deux belles
questions, proposées par SYLVESTER pendant le séjour qu'il fit & Naples en
janvier 1864 %), pousstrent CrEMONA & fixer son attention de ce coté. Pour
résoudre ces questions, il part [51] du théoréme de NEwroxN qui affirme la
possibilité de projeter toute cubique plane suivant une des paraboles
divergentes, cest-i-dire une des courbes quon peut représenter par une
dquation de Ia forme
art 4 3022 4 3ex f d=— 3 ey®

Il prouve que si le discriminant R du premier membre est > 0, la
courhe est composée d'une branche infinie et d’une ovale, tandis que si
R < 0 Yovale manque; dans le cas R = 0 la courbe a un point
double ou de rebroussement. CRrREMONA ajoute que dans le premier cas
le rapport anharmonique de la courbe est réel et que dans le second il est
toujours imaginaire, hormis le cas de la cubique harmonique; une telle
cubique peut done étre formée de deux parties ou d'une seulement, tandis
quune cubique anharmonique me peut étre formée que d'une branche
infinie seule. Cette relation entre la figure et le rapport anharmonique
d'une cubique a été trouvée depuis sous une autre forme par Duniza;®)
elle est si importante qu'elle ne doit faire ni fait défaut dans aucun traité
complet sur les courbes du troisieme ordre®).

CREMONA, croyant avec raison que, pour prouver la fécondité ef
répandre la connaissance d'une méthode, il n'y a pas de systeme meilleur
que celui d'en montrer des applications différentes, mne laissa échapper
aucune occasion favorable pour exposer des corollaires qu'on peut plus ou

1) Une élégante application de la théorie des cubiques planes a été faite par
Curmona |34] & Ja résolution du ,problime de I'homographie“ proposé par M. Cnasres eb
résolu antérieurement par Anavie (Nouv. ann. de mathém. 14, p. 42), Pounna (Id. 15,
p. 58) et pr Josquuines (Id. 17, p. 899). Comp. Biblioth. mathem. 33, 1902, p. 282.

2) Parmi les questions dont Cnrmona ne g'est pas occupé ex professo, remarquons
les méthodes de génération, pour noter qu'il en a, au moing partiellement, traité dans
un article [17] consacré aux générations découvertes par Gmassmasy, article qui pose
Cremosa parmi ceux qui furent des premiers i apprécier eb employer les méthodes de
" Ausdehnungslehre.

3) Giorn. di matem. 2, p. 29.

4) Uber die Formen der Kurven dritter Ordmung (Jouru. fiir Mathem. 75 et
76, 1873).

5) Voir en effet Scunivsn, Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung (Leipzig
1888), p. 146. -
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moins aisément faire découler des théories qui composent 1'Introduzion.
Par exemple il jugea bon de g'arréter [43] A établir géométriquement quel-
ques beaux théorémes sur les coniques énoncés par Trupi, quoique des
démonstrations en eussent ddji été publies. En outre il ne dédaigna pas
de prouver [61] que d'élégants théorémes sur des systémes de courbes du
2¢ ordre énoncés par SCHROTER n'étaient que des simples conséquences de
propriétés de la Cayleyenne d'un réseau. Kt des questions, proposées par
FAuRE et relatives aux lieux des foyers des coniques inscrites dans un
quadrilatere ou circonscrites 4 un quadrangle, le conduisirent i établir les
caracteres du lien géométrique amalogue pour les courbes d'un degré
quelconque [52]. Enfin une question relative au lieu géométrique des
pieds des perpendiculaires abaissées des points d'une conique sur leurs
polaires par rapport 4 une autre conique lui fournit 'occasion d'appliquer
[60] les théoremes de I'Introduzionc i I'étude du lieu analogue gqu'on
obtient en substituant & la premitre conique une courbe algébrique quel-
conque et méme de la question correspondante dans l'espace.

Mais T'application la plus importante (et par suite la plus connue)
quiait faite CREMONA de la théorie générale des lignes algébriques est (voir
[67]; comp. [63]) celle relative & cette merveilleuse courbe que StENLR
a signalée dans une célebre communication faite i I'académie de Berlin le
7 janvier 18561). ('est la courbe enveloppée par les droites de Simson
de tous les points d'un cercle par rapport a un triangle inserit; cette
courbe est du 4° ordre et de la 3¢ classe, et tangente A la droite i
linfini du plan aux points circulaires; or CREMONA, pour établir les pro-
positions énoncées par STEINER?), part précisément d'une courbe douée de
ces propriétés et, en se servant de la 3° partie de I'Introduzione, il arrive
a tous les théoremes dont on connaissait déja I'énoncé et i d'autres
nouveaux; p. ex. il parvient i établir que cette courbe est un hypoeycloide
a trois rebroussements et & en découvrir la présence dans la théorie des
cubiques gauches. La beauté de la méthode géométrique dont se servit
CrEMONA fit une impression tres vive sur un grand analyste, A. Crenscn,
qui se hita de prouver®) qu'on pouvait la traduire en formules d'une élégance
parfaite; c'est une qualité de cette méthode qu'on me doit pas oublier.

Nous ne pouvons ni ne voulons finir cette rapide analyse des con-
tributions données par notre mathématicien & la théorie des courbes planes
sans dire quelques mots du réle qu’il a joué dans la formation de la théorie

1) Uber eine besondere Kurve dritter Klasse (und vierten Grades) (Journ. fiir
Mathem. 53, 1857).

2) Non seulement dans la note précédente, mais aussi dans quelques Vermischie
Sitze und Aufgaben (Ges. Werke, T. Il p. 677—8678, no. 6).

3) Note zur vorstehenden Abhandlung (Journ. fiir Mathem. G4, 1865, p. 124—125),
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des systémes de coniques. Méme lorsqu’elle se trouvait dans son enfance, il
sefforgait et réussit [47] a expliquer I'apparente contradietion qu'on trouve
lorsqu'on cherche & appliquer la théorie générale des systemes de courbes
a la détermination du nombre des coniques passant par n points données
et tangents & 5 — n droites données. Mais lorsque CnasLes fit parvenir
cette théorie i su maturité, en substituant ses deux caractéristiques a
Pindice de E. v Jonquiires?!), CrREMONA se hita de domner [49] des
démonstrations lumineuses des théorémes énoneés par ce géometre dans
sacélebre communication du 1°F février 1864; de cette maniere il arriva &
effacer le désaccord (noté par CHASLES lui-méme) existant entre ces
théoremes et une formule plus ancienne de Biscuorr.?) J'ajoute que sous
le modeste cadre d'une revue bibliographique, Cremoxa donna [50| un
commentuire complet de la théorie des caractéristiques, exposée par CHASLES
dans les séances que tint I'Institut de France dans les jours 1 et 15 février,
7 mars, 27 juin, 4 et 18 juillet, 1 et 22 aott 1864. (e commentaire
(que M. Currze a inseré dans sa traduction de I'Introduszionc) a sans
doute puissamment contribué i faire comprendre et & vulgariser la théorie
des systemes de coniques; comme chose originale il renferme une extension
de la méthode de CnasLis aux systemes de o2 coniques, qui a été jugée
par celui-ei assez importante pour étre commumiquée i l'académie des
sciences |55 — L'intérét de CrEMONA pour la. théorie eréée par CHASLES
ne s'éteignit pas de si tot; deux de ses publications servent i le prouver:
dans I'une [65] on trouve la généralisation aux systemes de oo! surfaces
du 2% ordre des célebres formules qui lient les caractéristiques d'un systeme
de oo! coniques aux nombres des coniques exceptionnelles qu'il renferme;
la seconde (c'est une lettre & M. Cuasnes [75]) contient quelques consi-
dérations de géométrie 2 trois dimensions qui aménent a des courbes
exceptionnelles d'un systéme de oo! lieux algébriques, courbes dont 1'étude
était alors a Vordre du jour.

7. Les transformations birationnelles planes.

%

Pendant son séjour i Bologne, CREMONA a jeté les fondements
d'une théorie qui lui appartient d’une maniére si indiscutable que son
nom est pour toujours lié a elle; il est 4 peine nécessaire de dire que
nous voulons parler des transformations birationnelles d'un plan en un
autre. CURrEMONA fut amené & s'en occuper par l'étude d'un mémoire lu

1) Voir mon essai sur I'@uvre mathématique & Enwest pr Joxouiines (Biblioth.
Mathem. 33, 1902, p. 295 et suiv.).

2) Hinige Siitze iber die Tangenten algebraischer Kurven (Journ. fiir Mathem. 56,
1859, p. 166—177).
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a l'académie des sciences de Turin par un jeune homme destiné i devenir le
prince des astronomes italiens;!) ce mémoire lui suggéra I'idée d'étudier [35|
les transformations planes corrélatives i celles considerées par SCIIAPARELLL,
c’est-a-dire celles dans lesquelles i chaque droite correspond une droite et
4 chaque faisceau de droites une conique inserite dans un ftriangle fixe.
En employant les coordonnées pliickériennes pour les droites et en imitant
le procédé de SCHIAPARELLI, il prouva que, & I'aide de transformations
homographiques, on peut réduire la plus générale des dites transformations
4 deux types trés simples, dont les équations sont une des suivantes:2)

S
C=prw 1= Fa
6’:-1 ?’-: 1—

: . £

Ces formules prouvent que deux droites correspondantes quelconques
sont en général paralleles, mais qu'elles coincident lorsqu'elles sont
tangentes respectivement & I'une ou i 'autre des coniques:

E+y=1, fn=1
Dans une transformation du premier type, aux points (2,%) du deuxitme
plan correspondent les oo! paraboles homofocales

ag +yn + & + 9t =0;

tandis que dans une transformation du second ftype, aux points (a, y)
correspondent dans le premier plan les oo! paraboles

2+ gy + En=0.
Dans les transformations de tous les deux types, deux droites correspon-
dantes quelconques sont paralleles entre elles, mais dans celles du premier
leurs distances de l'origine sont inversement proportionnelles. Iite. ete.

Il y a un cas particulier de ces transformations dont BeLrram
(parmi autres géometres) s'est occupé?®); voici comment on y parvient:
»o1 aa’, bb', e¢' sont les trois couples de sommets opposés d'un quadri-
latére complet et o, §, » les points diagomaux, on considire les points
conjugués harmoniques des points ot une droite quelconque » coupe
les diagonales, par rapport aux couples ad’, bb', ¢¢’; ces points appar-
tiennent & une autre droite 7'*); et lorsque » tourne autour d'un point

1) Sulla trasformazione geomelyica delle figure ed in particolare sulla trasformazione
iperbolica (Mem. dell’ acc. d. ge. di Torino 215, 1864, p. 227—819).

2) Cremona ne les a pas écrites; nous les avons ajoutées, car elles conduisent
immédiatement aux propositions qu'il 8'est borné i énoncer.

3) Voyez mon essai Fvernto Beriuawi e le sue opere matematiche (Biblioth.
Mathem., 23, 1901, p. 427).

4) Les droites r, 1" coupent en quatre points harmoniques toute conique inscrite
dans. le quadrilatere considéré; cette propriété énoncée par Cremona dans les
Educational times a ét¢ reproduite comme Question 872 dans les Nouv. ann.
de mathém. 75, p. 237.

*
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fixe, » enveloppe une conique inscrite dans le trianglea f p“ Or notre
géometre remarqua [71] qu'en supposant que les points ¢ ¢ soient les
points circulaires i D'infini, les oo! coniques inserites dans le guadrilatere
donné ont toutes comme foyers les quatre points a, o', b, V', et y comme
centre, et que deux droites correspondantes r, #’ sont I'une tangente et
l'autre normale & la conique du systtme qui passe par le point 77", Dans
cette transformation, que CREMONA signala & M. FiEpLER,") il a reconnu une
méthode rationnelle pour traiter toute la théorie des coniques homofoeales;
nous la recommandons aux futurs propagateurs de cette importante théorie.

Le mémoire de SCHIAPARELLI, que nous avons cité plus haut, a été
le point de départ d’autres recherches de CrEMONA, dont I'importance est
bien plus grande, et dont nous allons rendre compte. Par la maniere dont
SCHIAPARELLI posa la question de déterminer les transformations univoques
entre les points de deux plans, il fut amené & conclure que les seules de
cette nature sont celles oit aux droites du plan correspondent des droites
ou bien des coniques circonscrites & un triangle fixe. Or l'existence d’autres
transformations univoques résultait des ce temps de quelques phrases qu’on
lit dans Davant-propos (p. V1I) de la Sammlung von Aufgaben und Lehrsiitze
aus der analytischen Geometrie (Berlin 1833) de MaGNUS, et encore du résumé,
déja publié, d'un mémoire bien connu de L. DE Jonquikres?). Quoique ces
phrases et ce résumé paraissent avoir échappé i mnotre mathématicien, il
remargqua que le produit de plusieurs transformations linéaires ou quadra-
tiques est, contrairement i la proposition de SCIIAPARELLI, une transformation
univoque en général plus compliquée que les transformations effectudes. Cette
remarque le conduisit & se proposer la recherche de toutes les transformations
birationnelles entre deux plans, et pour 'accomplir il était admirablement
préparé par les études, qu'il venait alors de finir, sur la théorie générale des
courbes algébriques planes. La remarque qui sert de base  la solution donnée
par CREMONA [36] du probleme énoncé, est que dans toute transformation
de la nature indiquée, aux droites d’'un des plans considérés correspondent
dans Dautre o? courbes unicursales d'un degré », formant un réseau tel
que deux quelconques de ces courbes m'ont quun point d'intersection
mobile (c'est-i-dire n'appartenant pas i toutes). Par conséquent, si ces
courbes ont , (r=1, 2, ..., n — 1) points r-tiples communs a toutes,

on aura les deux eélebres relations suivantes:
r=n—1
(1 N e =n—1,
........... r=l

*Zweiter Teil (Leipzig 1903), p. XXI et 796.

2) Voir Biblioth. Mathem. 33, 1902, p. 809 et suiv. — 1l faut bien dire que
pr Jonquiires n'a pas ,traité les mémes questions* que Crrmoxa, comme on lit & la
page 561 du t. 22 (1868) des Nouv. ann. de mathém.
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r=n—1_ : :
2 < ’_”_j__l) Xy = "“7;"3) — 2

e =
: r=1
d’ont il suit
=, =1 n—9)

— g EETTTg

=
A toute transformation birationnelle du plan correspond une solution des
équations (1), (2), mais rien n'autorise i énoncer la proposition réciproque;
on peut seulement dire que, pour toute valeur de #, il existe au moins
une transformation birationnelle de ce degré; e'est la solution

a =2(1f,-— 1), :1:2:. : -=:UH——'2=05 i.'"_1=0;

et CrEMONA prouve que la transformation correspondante (appelée aujour-
d'hui transformation de JoNQUIERES®) peut se construire en sectionnant
par deux plans quelconques les oo? droites qui rencontrent une courbe

de Tordre # — 1 et une droite la coupant en » — 2 points.

Cette note [36] demeura un peu de temps isolée. Mais quelques années
aprés, son auteur, ayant eu l'occasion d'approfondir certaines questions
relatives aux courbes du plan [56], lui donna une suite [66] pleine d’idées
originales et d'une importance hors ligne. Telle est la considération des
réseaux conjugués existant dans deux plans en correspondance uni-
voque et des courbes jacobiennes de ces réseaux. Par une analyse
dont la spontanéité cache la profondeur, il prouva que, un des réseanx
conjugués étant donné, Tautre est par suite déterminé, et on peut en
découvrir la structure.) Pour éelairer la route qui mene  ce résultat,
avant tout il étudia tout au long les cas n =2, 3, ..., 10, et ensuite, en
élargissant la recherche, il s'occupa de nouvean de la transformation de
DE JONQUIERES et ensuite des cas # =0, 1 (mod. 2) ou bien =0, 1,
2 (mod. 3) ou enfin n= 0, 1, 2, 3 (mod. 4). Le simple examen du
tablean résultant révéla & CrEMONA la vérité de la proposition suivante: ,si
(@1, @gy... Zn—1) e (1, Y2, . . Yn—1) sont deux réseaux conjuguds, les
nombres ), g, ... & —1 ne different que par leur ordre des nombres
Y1, Yo, - - o Yn—1“; on sait que eette proposition empirique a ¢té démontrée
rigoureusement par CLEsscn?). CUREMONA remarqua encore qu'une corre-
spondance univoque de l'ordre # entre les points du méme plan a n 4 2
points unis; il en tira la généralisation de la méthode, que DE JONQUIERES
avait proposée,®) pour engendrer des courbes gauches d'ordre quelconque,

1) Ce résultat fondamental est résumé dans un théoréme que Cremona chargea
son ami T. Arcuer Hirst de faire connaitre & la ,,British association for the advancement
of seience* [64]. .

2) Zur Theorie der Cremonaschen Transformationen (Mathem. Ann. 4, 1871,
p. 490—496).

3) Comp. Biblioth. mathem. 33, 1903, p. 309.
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c¢'est-ii-dire en prouvant que ,deux gerhes de rayons en correspondance
univoque de ordre 2 engendrent une courbe de 'ordre n 4 2% dont il trouva
tous les caractéres; mais quant au degré de généralité de la courbe résul-
tante, ¢'est une question que CREMONA ne s'est pas posée et que personne
n'n traitée apres lui.

Si la valeur des recherches de (reEmONA sur les transformations qui
portent son nom n'était pas connue de tout le monde, nous pourrions
citer deux faits qui la prouvent; cest: 1°) que les expositeurs ultérieurs
de cette théorie!) ne lui ont apporté aucun changement essentiel; 2°) que
la seule addition vraiment importante quelle ait re¢ue (em méme temps
par Crirrornp, Nirner, Rosanes) en laisserent infacte la physionomie
générale: or quelle théorie a eu le méme sort dans ces dernieres années
de fiévreux renouvellement pour tous les champs de recherche scientifique?

8. Recherches de Cremona sur quelques courbes gauches algébriques
spéciales.

De Bologne sont aussi datés plusieurs autres mémoires de UREMONA
qui, sans avoir obtenu la eélébrité de ceux que nous avons examinds dans
les deux paragraphes préeédents, méritent toutefois (méme si 'on veut pour
un moment ne pas considérer les résultats importants qu'elles renferment)
une considération particuliere, d'abord parce qu'ils préparent les études plus
générales dont mous aurons bientot 4 mnous occuper (voyez le § suiv.),
et ensuite parce qu'ils refletent cette période historique si attrayante on
la géométrie supérieure, assise sur des bases définitives, aspirait & montrer
sa valeur par des nouvelles victoires. It personne, mieux que CREMONA,
dans la lutte pour I'hégémonie, si longtemps disputée entre D'analyse et la
géométrie, n'a contribué i ce que cette derniere n'ait pas été vaineue.

Dans un mémoire |27] sur les surfaces gauches du 3° degré, dont nous
devrons bientot nous oeceuper, CREMONA avait indiqué quelques propriétés
de la courbe gauche du 4¢ ordre par laquelle passe une seule surface du
21 ordre, courbe qu'il eroyait avoir ¢té découverte par STRINER, tandis
que (comme il reconnut plus tard) c'est SALMON qui I'a signalée le premier,
Ayant continué a s'en occuper, il la choisit comme sujet de sa premiére
communication i linstitut de Bologne [28]. Si l'on veut juger l'originalité
de ces recherches, il faut se ressouvenir que de cette courbe (suivant
CreEMONA on lappelle aujourdhui cowrbe gauche du 4¢ ordre et de la 2

1) Sans parler de la traduction que M. Dewvrr fif des travaux [36] et [66]
(Sur les transformations géométriques des fiqures planes, d’apris les mimoires publics
par M. Crewona et des notes incdites; Bullet. d. sc. mathém. b, 1873, p. 207—240),
jo me borne i citer la premiere partie du célebre mémoire de Cavrey On the rational
transformation befween two spaces. :
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espece) on me connaissait alors que la propriété d’étre l'intersection d'une
quadrique avec une surface du 3¢ degré, Ia coupunt encore suivant deux
génératrices du méme systeme; mais que, de la développable qui lui corre-
spond par dualité, CAYLEY et SALMON s'étaient déjii occupés. CrEMONA
remarqua la constance du rapport anharmonique des plans qui projettent
quatre points fixes de la courbe d'une des o' droits qui la coupent en
trois points; il signala différents procédés pour la construire et considéra
différentes surfaces réglées naissant de la considération simultanée de la
courbe et de deux droites. Il détermina ensuite le nombre des intersections
de deux quartiques de la 2° espece ou bien d'une quartique et d'une cubique
gauche situées sur le méme hyperboloide; il considéra. non seulement Ia
développable osculatrice de la courbe mais aussi celle formée par les
plans qui coupent cette courbe en quatre points équianharmoniques on
harmoniques; il étudin encore les projections sur un plan d'une des
courbes dont il g'agit; ete. En un mot, en employant les ressources que
Iui offrait la géométrie pure, il explora tous les domaines on regne la
courbe gauche du 4° ordre et de la 2° espice.

Quelques années plus tard, des recherches d'une nature bien différente
(voir [72]) T'amentrent a s'occuper 78] d'une quartique gauche rationnelle
tres remarquable, dont la découverte appartient & Cavrniv'). Cette courbe
est douée de deux points singuliers (A, D), o les tangentes (A D, DC)
ont chacune un contact de 2% ordre avee la courbe: si 2 =0, y = 0.
2=0, w==0 sont les équations des plans A LC, ABD, ACD, BCD,
la courbe pourra se représenter par les équations?)

xiyrerw=w':0:w:l
Elle se trouve sur I'hyperboloide # % — y 2==0 et sur la surface (réglée)
2 —wy? =0 Léquation générale du plan osculateur étant
2 —2wy + 20 —otw =0,
la courbe correspond a sa développable osculatrice par rapport i un Null-
system, qui est la source de ses plus belles propriétés.

Le travail de CrEMONA sur les quartiques gauches unicursales | 28] avait
6té déja lu & I'institut de Bologne, mais, non encore imprimé, lorsque, le 3 juin
1861, M. UnaAsLES exposa & l'académie des sciences de Paris diverses Pro-
priétés de Uhyperboloide @ une nappe et d'une certaine surface du 4¢ ordre.?)
La lecture de ce travail prouva tout de suite i UrREMONA que bon nombre

1) On a special sextic developpable (QYuart. journ. of mathem. 7, 1866
p. 1056—113).

2) Cette remarquable représentation paramétrique n'échappa pas i Caviey, qui
préféra la présenter sous cette forme:

a=2 b=—1 ¢e=1 d=— 2.

3) Comptes rendus Paris 52, p. 1904—1104.

1
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des propriétés quiil avait reconnues i ces quartiques étaient des eas
particuliers de propriétés dont jouissent deux classes de courbes apparte-
nant i un hyperboloide (voir [30])1). Une de ces classes avait été déji
remarquée par Cuasues; elle comprend des courbes de lordre 2m -+ 1
engendrées chacune par trois faisceaux projectifs formés deux par des plans
et le troisieme par des surfaces de l'ordre m; les théoremes que UREMONA
énonga & leur sujet ont trait aux relations de ces courbes avec les
giénératrices de Thyperboloide qui les contient, i leurs caractéristiques
et i leurs projections planes. Chaque courbe de l'nutre de ces classes
est engendrée par trois faisceaux de plans, dont deux sont projectifs entre
eux et le troisieme est formé par les groupes d'une involution de I'ordre
projective. aux deux premiers faisceaux. La courbe résultante est de I'ordre
m 2 (pour m =1 ¢'est une cubique gauche et si m = 2 une quartique
de 2¢ espece), dont CrEMONA découvrit une foule de belles propriéteés,
dont quelques unes prouvent quune quelconque des courbes en guestion
est la figure corrélative d'une certaine développable déja étudide par
Cavney?) et Sapmox?) et qu'en conséquence son équation tangentielle a
pour premier membre le diseriminant de la fonetion
at™+2 4 (2ot 14,

«, b, ... étant des fonctions linéaires des coordonnées homogenes d'un
point de l'espace.

9. Recherches de Cremona sur quelques surfaces algébriques spéciales.

Un groupe mon moins remarquable de mémoires sur des surfaces
algébriques particulicres fait pendant i I'ensemble des recherches que nous
avons analysées dans le paragraphe précédent.

Les plus anciennes se trouvent dans un mémoire [27] ayant comme
principal fondement ce principe de correspondance spécial (entre les points
d'une droite et les couples de points d'une involution quadratique pro-
jective) que CuasLes énonga et appliqua dans sa note sur la Construction
géométrique des racines des équations du troisieme et du quatricme degrét);
il semble fournir le moyen le plus naturel pour étudier les surfaces réglées
du 3° degré, qui sont précisément le sujet de ce mémoire. On y apprend
différents procédés pour déterminer et engendrer une de ces surfaces,
plusieurs théoremes relatifs & leurs directrices, leurs points et leurs plans

1) Ce travail, qui ne renferme que des ¢noncés, a eu I'honneur d'étre cité par
Cnasues dans son Rapport (p. 249).

2) Nute sur les hyperdéterminants (Journ. fiir Mathem. 24, 1847): On the
developable devived from an equation of the fifth order (Cambridge and Dublin
mathem. journ. 5, 1850).

8) Cambridge and Dublin mathem. journ. 8, p. 169 et 5, p. 152.

4) Comptes rendus Paris 41, 1855, p. 677—685.
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cuspidaux, les plans tane-11+ of les sections planes, ete. Citons encore le
beau théoreme suivant: ... - iieu des poles d’une génératrice g d'une surface
gauche du 3° degré @ ;  apport aux oo! coniques suivant lesquelles @

est coupée par des plans iwssant par g est une droite hy, ayant comme
lieu géométrique une surface ¥ de la méme espice que @, Notre géombtre
ne manque pas de signaler la forme générale [y (22 -+ kw 1) — w210 =0]
4 laquelle peut toujours se réduire I'équation de toute surface cubique
réglée; et il observe que, lorsque les points euspidaux sont réels, elle peut
se représenter par léquation 22z — yw?2= 0; alors r2f 4 su2=0 est
I'équation tangentielle de la surface ¥ correspondante; d'on il suit que ¥
est la surface polaire réciproque de @ par rapport 4 Ia quadrique
224 y? 4 22 + wi=0").

CAvLEY, au regu d'un extrait de ce travail, se hata d’avertir CrEmMoNA
(lettre du 12 juin 1861) qu'il existe une surface cubique particulitre tris
remarquable, naissant de celle étudide par notre mathématicien en faisant
coincider la droite directrice simple avec la directrice double, ef qu’on peut
engendrer d’'une manitre trés simple. Cela engagea (rpmona & reprendre
I'étude de ses surfaces [40] pour trouver avant tout des procédés de génération
des surfaces générales conservant un sens déterminé dans le eas particulier
découvert par CAYLEY, pour établir ensuite des propositions métriques relafives
aux surfaces réglées du 3¢ ordre. P. ex. il prouva que, parmi les coniques
qui se trouvent sur une telle surface, il y a trois cercles, et que par chague
génératrice de la surface on peut mener trois plans qui la coupent encore
suivant une hyperbole équilatire et deux qui la coupent suivant une parabole;
il ne manqua pas d’examiner encore comment il faut énoncer ces propriétés
lorsqu’on distingue les cas ot la surface a 2, 1 ou 0 points cuspidaux réels,
ou bien quand elle a des relations particulieres avec le plan I'infini?).

En raison de leur sujet et aussi de la méthode employéde, aux deux
mémoires que nous venons d'analyser sont étroitement liés deux autres fravaux
d'une date un peu plus récente. Le premier est une courte note [77] ayant pour
but de développer la théorie des surfaces réglées d’'un degré quelconque ayant
deux directrices rectilignes coincidentes, que CAYLEY venait alors de signaler?®)

1) Un de ces résultats a 6t cité avec éloges par Buwrnany dans son article
Etude des surfaces algébriques inséré au Journal des savants et reproduit au t. 7o
(1868) des Nouvelles annales de mathématiques.

2) Les mémoires [27] et [40] ont été amplement utilisés par un disciple de
Cremoxa, Emi. Weve, lorsqu'il se proposa d’écrire une exposition méthodique de la
théorie des surfaces cubiques réglées; voir Geometrie der riumlichen Lirzeugnisse
ein-zweideutiger Gebilde insbesondere der Regelfliche dritter Ordnung (Leipzig 1870).

3) Voir I'Art. 12 de A second memoir on skew surfaces otherwise scrolls (Philos.
trans. London 154, 1864).

-
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et dont la surface réglée du 8° degré de CAYLEY est un cas toub particulier:
CremoNA en découvrit bon nombre de propriétés élégantes que le désir d'étre
bref nous empéche d'énoncer ici. — Le second est un long mémoire [81] qui
est sans doute un des plus eélebres parmi ceux de la plume féconde de notre
aéometre). Son but est I'étude et la classification des surfaces réglées du
4¢ degré, sujet dont I'importance est évidente et qui avait déja occupé deux
grands géometres: CHASLES et CAYLEY; le premier avait dit?) (sans toutefois
le prouver) qu'il existe guaforze especes différentes de surfaces réglées du
4" ordre, tandis que le second n’en avait rencontré que huit au cours de ces
recherches sur le lien des oo! droites qui g'appuient en méme temps & trois
directrices fixes (différentes ou non)?), et deux autres surfaces avaient été
ajoutées par Iui & la suite de quelques remarques de Scawarz?). Or
CrimoNa, & laide de considérations géométriques directes et simples et
en choisissant comme critere de classification la considération simultanée
de la ligne double de la surface et de sa développable bitangente, trouva
douze especes différentes °), et découvrit pour chacune les propriétés les
plus saisissantes et les principales méthodes de génération. L’histoire de la
géométrie dans ces dernieres trente-cing années prouve que cette classi-
ficntion de CUrEMONA est toujours adoptée; elle a été utilisée méme par les
constructeurs de modeles, qui durent seulement ajouter des sous-especes, en
introduisant la considération indispensable des éléments réels et imaginaires.?)

On peut d'ailleurs remarquer que notre mathématicien s'était déja
oceupé de surfaces réglées du 4¢ degré, et précisément de développables,
en cherchant et en trouvant [68] des démonstrations géométriques de
quelques propositions relatives aux surfaces d'égale pente -circonscrites
aux coniques; les démonstrations qu'on en lit dans la 1¢¢ édition du T'raité
de géomdétrie deseriptive de La Gournerir sont analytiques, et ce géometre,
dans une lettre publiée au cahier de décembre 1864 du Journal de
mathématiques pures et appliquées, avait émis le veeu qu'on en
trouvat de géométriques. Or CrumONA, en considérant une des surfaces
dont il s'agit comme circonscrite & une conique & distance finie et & une

1) Les principaux résultats de ce travail furent communiqués & Caviey par
I'auteur en date du 22 novembre 1868; voyez Caviev, Collected papers t.-6, p. 327.

2) Comptes rendus Paris 53, 1861, p. B8S.

3) A second memoir on skew surfaces otherwise scrolls (Philos. trans.
London 154, 1864).

4) A third memoir on skew surfaces otherwise scrolls (Philos. trans. London
159, 1869).

5) Ce résultat, communiqué i Cavrey par une lettre de Cremona du 20 novembre 1868,
est cité dans une Addition au mémoire dont le titre se trouve dans la note précédente.

6) K. Ronx, Die verschiedenen Arten der Regelflichen 4. Ordnung (Mathem.
Ann. 28, 1887).
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autre bitangente au cercle imaginaire i I'infini, parvint & ces démonstrations
d’une maniere qui ent la complete apprrobation de La Gournerie!).

Une année auparavant il s'éii: déja oceupé avee succes [58] de lu
plus remarquable parmi les surfaces du 4° degré non réglées, ¢'est-i-dire de la
surface (,,romaine®) de STEINER. On sait que Kummer fit en juillet 1863 une
communieation i I'ncadémie des sciences de Berlin, oii cette surface apparait
comme le dernier élément de la série de surfaces du 4° ordre dont ¢hacune
renferme oo! sections coniques; on sait encore que WEIERSTRASS se hita de
déclarer que cette surface avait été découverte auparavant par StuiNer pen-
dant son voyage i Rome en 1844, et ScHrOTER démontra hientot les pro-
positions relatives découvertes par STrEINER et publides par WErERSTRASS.
Or trois mois aprées, CREMONA derivit sur le méme sujet un mémoire 2) qui
peut servir encore i présent comme base i une exposition synthitique des
propriétés de la surface dont il s'agit et qui contient aussi plusieurs belles
propriétés de celle-ci qui avaient échappées aux géometres cités ci-dessus.
Mais la propriété dont elle jouit, de pouvoir étre représentée univoquement
sur le plan, en fournissant la méthode la plus naturelle et la plus féconde
pour D'étudier a fond, fit négliger la méthode purement géométrique employée
par notre mathématicien; il est hon de remarquer qu’il ne fut pas étranger
(voir [72]) & ce résultat, en fournissant dans cette oceasion la plus belle
preuve qu'il n'était pas un géometre exclusif et du vues éfroites.

Nous finirons cette revue des recherches que Crrmoxa fit & Bologne
sur des surfaces particulicres en disant quelques mots sur ses études
relatives aux surfaces développables du 5¢ degré [37] La développahle
circonscrite i deux surfaces du second ordre est en général de la 4° classe
et du 8° ordre; mais son ordre s'abaisse i 6, lorsque les deux surfaces ont
entre elles un contact ordinaire en un point, et & 5, lorsque ce contact est
stationnaire. L’équation de la développable a été obtenue par CayLey en
1850 dans tous les cas®); d'ailleurs Cruasups dans son travail Propriciés
des courbes a double courbure dw 4° ordre provenant de Uintersection de
deux surfaces du second ordre*) énonga plusieurs théoremes sur ln déve-
loppable générale: or cest précisément ce mémoire qui déeida CrEmona
a s'occuper des plus particuliers de ces deux cas. La développable est
alors corrélative & son arrét de rebroussement, et (d'apres une remarque
de CAYLEY), elle possede un tetraedre A BCD remarquable, dont les faces
ACD, BCD et les aretes AD, DBC sont respectivement deux plans
tangentes et deux génératrices. Si I'on appelle conjuguies deux génératrices

1) Voyez la 20 éd. du Traité de géométrie deseriptive, 2¢ Partie (Paris 1880, p. 121 note.
2) Cuasies en parle dans son Rapport p. 355.
3) On the developable surfaces which arise from two surfaces of the second order
(Cambridge and Dublin mathem. journ. b, 1850, p. 46—57).

4) Comptes rendus Paris 54, 1862, p. 817—324, 418—425.

-
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de la développable situées dans le méme plan, conjugués leurs points de
contact avec larcte de rebroussement et conjuguds encore les plans
correspondants de la développable, Uremoxa fait la remarque tout-a-fait
essentielle que deux figures formées par des éléments conjugués ge
correspondent dans une homologie harmonique dont C est le centre et
ABD le plan, et qui donne Iexplication des nombreuses et belles
propriétés dont jouit la figure en question. Par deux génératrices con-
juguées de cette développable passent deux surfaces du second ordre
(associées) dont T'une est inserite dans la développable, tandis que l'autre
passe par son arete de rebroussement; deux quadriques associés quel-
conques ont une conique commune (dont le plan passe par la droite BC)
et sont inserites dans le méme cone du second ordre (dont le sommet se
trouve sur la droite AD); le lieu de toutes ces coniques est une surface
du 3° ordre et de la 4° classe, tandis que l'enveloppe de tous ces cones
est une surface (de StEINER) de 4° ordre et de 3° classe; etc. Toutes
ces élégantes propositions ne furent qu'énoncées par CREMONA; les démon-
strations en furent bientot domnées par deux géometres qui étaient alors
au début de leur carriere scientifique: N. SALvArore-DiNo') et E. p’Ovinio?)
le premier en employant I'analyse et l'autre en généralisant les procédés
logiques utilisés par CREMONA dans une autre ocecasion (voir [28]). 11 est
bon d’ajouter que des recherches accomplies par ScHWARZ en juin 1864 %)
ont prouvé que la surface étudiée par CreMONA, au point de vue projectif,
est la plus générale développable du H¢ ordre.

10. Recherches de Cremona sur la théorie générale des surfaces
algébriques et particulierement sur celle du 3¢ ordre.

Le monde, qui régulicrement exige d’autant plus qu'il a regu
demandait que l'anteur de VInfroduzione ad una teoria geometrica delle
curve piane éerivit un ouvrage analogue sur la théorie des surfaces
algébriques; les travaux que nous avons analysés dans les deux paragraphes
précédents le montraient admirablement préparé pour satisfaire les veeux
de ses collegues; mais pour le décider & entreprendre cet ouvrage, il fallait
une occasion qui, heureusement, ne se fit pas attendre longtemps.

L’académie de Berlin, dans sa séance du 7 juillet 1864, proposa
comme sujet de concours pour le prix STEINER de l'annde 186G, de
démontrer et de compléter les propositions énoncées par le grand géometre

1) Sulla sviluppabile di 50 ordine (Giorn. di matem. 3, 1865).
2) Dimostrazione di alcuni teoremi sulla superficie sviluppabile di 50 ordine
enunciati dal prof. Crewons (Giorn. di matem. 3, 1865).
8) De superficiebus in planum explicabilibus primorum septem ordinum (Journ. fiir
Mathem. 64, 1865, p. 1—16). )
Bibliotheca Mathematica, 11I. Folge. V. 11
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suisse dans son célehre mémoire Uber die Flichen dritten Grades n.
CrEMONA se sentit attiré & s'aligner parmi les concurrents; mais au lieu
de chercher simplement & demontrer les théoremes de StEINER, guivant le
méme ordre d’idées que celui-ci avait adopté, il préféra les faire découler
comme des cas particuliers de ceux qui forment la théorie générale des sur-
faces algébriques, comptant qu’ainsi il aurait pu aussi obtenir d’'une maniere
uniforme les autres propositions sur les mémes surfaces qu'avaient découvertes
auparavant CAYLEY, SALMON, SYLVESTER, SCHLAFLI, GRASSMANN, Avcust,
Brioscur et CLessci. Le Mémoire de géométrie pure swr les surfuces du
troisicme ordre, qu'il présenta avant le 1°* mars 1866 i ce concours et
que T'académie de Berlin jugea digne (comme celui présenté par R. Stumwm)
du prix, est rédigé précisément sur ce plan. ,Sie griindet nimlich (dit le
rapporteur KuMmeRr) die Theorie der kubischen Flichen auf eine voraus-
geschickte ausfithrliche Untersuchung iiber die allgemeinen Bigenschaften
der Flichen aller Grade. Die StriNErschen Sitze ergeben sich auf diesem
Wege simtlich als spezielle Fille allgemeiner Theoreme und es tritt eben
deswegen die wahre Bedeutung derselben um so klarer hervor. Auch hat
sich der Verfasser nicht darauf beschriinkt, die von StEiNER und anderen
Geometern aufgestellten Siitze iiber die Flichen dritten Grades zu hegriinden,
sondern hat mehrere wertvolle hinzugefiigt, die er selbst gefunden hat.“?)

Or ces chapitres d'introduction du Mémoire de Cremoxa furent le
germe et le noyau des Preliminari di una teoria geometrica delle superficie
[74], qui, traduits en allemand par M. Curtze avec le dit Mémoire, et
enrichis de nombreuses additions de 'auteur, forment encore i présent le

1) Voici I'énoncé complet de la question de concours: ,In einer in den
Monatsber. der Akademie vom Jahre 1856, sowie dem 53. Band des Crerneschen
Journ. veriffentlichten Abhandlung hat Stemer eine Reihe von Fundamentaleigen-
schaften der Flichen dritten Grades mitgeteilt, und dadurch den Grund zu einer
reingeometrischen Theorie derselben gelegt. Die Akademie wiinscht, daB diese aus-
gezeichnete Arbeit des groBen Geometers nach synthetischer Methode woiter ausgefiihrt
und in einigen wesentlichen Punkten vervollstindigt werde. Dazu wiirde es zuniichst
notwendig sein, zuerst die griBtenteils nur angedeuteten oder gar fohlenden Beweise
der aufgestellten Hauptsitze zu geben; dann aber miiBte die Untersuchung auch auf
die von Sremer nicht beriicksichtigten Fiille, in denen die zur geometrischen Kon-
struktion der in Rede stehenden Flichen dienenden Elemente zum Teil imaginiir sind,
ausgedehnt werden. AuBerdem ist eine genaue Charakterisierung der verschiedenen
Gattungen von Raumkurven, in welchen solche Flichen sich schneiden kénnen, zwar
nicht unumginglich erforderlich, wiirde aber von der Akademie als eine wichtige Er-
ginzung der Sremerschen Theorie betrachtet werden®,

2) Monatsberichte der Akad. d. Wiss. zu Berlin, Sitzung 5. Juli 1866.
Voir aussi l'avant-propos de Boncmanor au t. 68 de son Journal. Ajoutons iei que
le prix Sremer fut donné intégralement & Cremona le 2 juillet 1874 als Anerkennung
fiir seine ausgezeichneten geometrischen Arbeiten®.
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meilleur livre de texte pour I'étude géométrique des surfaces algébriques:
cette traduction!) nous apparait en conséquence comme une édition définitive
des Preliminari, et mérite ainsi d'étre choisie par mous comme base de
la eourte analyse que nous allons en faire.

Les Grundziige comprennent trois parties divisées respectivement en
huit, dix et sept chapitres. Comme dans I'Introduzione, Vauteur y étudie
exclusivement les propriétés projectives des figures considérées; les raisonne-
ments sont exposés sous forme géométrique, mais au fond de toute la
théorie il n'est pas difficile d'apercevoir des considérations algébriques,
quon reconnait particulierement dams les fréquentes (et tres ingénieuses)
applications du principe de la conservation du mombre.

Dans la 1° partie, aprés avoir étendu aux cones les théoremes sur les
courbes planes, CREMONA s'occupe de courbes & double courbure pour
parvenir aux célebres formules de CAyLEy. Il passe ensuite & I'exposé des
propositions essentielles de la théorie des surfaces?) et, apres les avoir appli-
quées aux quadriques, il traite des systémes linéaires de surfaces algébriques;
puis, faisant des applications on ne peut plus heureuses de l'induction com-
plete, il offre des exemples extrémement instructifs d’'un procédé que les
adeptes de la géométrie a % dimensions ont utilisé, en le généralisant. 11 n'est
non plus permis d’oublier le splendide chapitre qui traite des surfaces réglées,
car il contient cette méthode stéréométrique pour établir le théoreme de
RiEMANN sur la conservation du genre d'une courbe par transformations
rationnelles qui a provoqué et excite toujours une admiration enthousiaste ).

La 2¢ partie des Grundziige s'ouvre par une exposition de la théorie
des surfaces polaires des points de l'espace par rapport & une surface
algébrique, & laquelle, dans ces derniers trente ans, on n'a su faire aucun
changement substantiel; en introduisant I'hypothése que la surface fonda-
mentale soit développable, CrEMONA, profitant de conseils que lui avaient

1) Grundziige der allgemeinen Theorie der Oberfldchen in synthetischer Behandlung.
Aus dem Italienischen, unter Mitwirkung des Verfassers ins Deutsche itberlragen von
M. Cuorrze. Berlin 1870,

2) Une addition & cet exposé se trouve dans le théoréme suivant: ,8i deux
surfaces ont en commun le point P, qui soit 71-ple pour I'une d'elles et rg-ple
pour l'autre, la courbe ot elles se coupent aura en P la multiplicité r; 2 et ce point

produira dans le genre de P une diminution de %n ro(r1 -} re — 2) unités“. Il a été

énoncé par Cremona et prouvé par N. Siuvarore-Divo dans sa note Sul genere delle
curve gobbe (Rend. dell’ acc. d. se. di Napoli 18, 1875, p. 133—136).

3) M. F. Lixpemans 1'a reproduite dans son édition des Vorlesungen tiber Geometrie
von A. Cressen (Leipzig 1876), p. 683; on sait que le raisonnement de Cremona,
convenablement présenté, conduit 4 une formule plus générale; voir Weiss, Uber einen
Beweis der Zrvruexschen Verallgemeinerung des Satzes der Lrha!tamg des Greschlechtes
(Mathem. Ann. 29, 1887). e i T
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donnés CAYLEY!) et ZEUTHEN, parvint & projeter une lumitre nouvelle sur
ces importantes formes géométriques. 1l s'occupe ensuite des systbmes
linéaires de surfaces algébriques et des figures qu'ils engendrent; quelques-
unes des propositions qu'il expose étaient connues auparavant, et quelques
autres sont des généralisations assez naturelles de théorémes connus; mais
tout ce qu'on lit dans le ehapitre intitulé Complexes symétriques porte
la marque d’une originalité si indiscutable qu'on peut dire de notre géometre
quiil a atteinte en d'autres occasions, mais me la surpassa jamais. Les
propriétés des surfaces Hessienne et Steinérienne (dénominations introduites
par CremMONA dans la science) en sont de simples corollaires; mais notre
géombtre les expose tout au long, car avec raison il les considere comme
les bases de toute théorie des surfaces algébriques.

Fn particularisant ces propositions, CREMONA, dans la 3° partie des
Grundziige, arrive & la conclusion que, pour chaque surface du 3° ordre,
il en existe une du 4°, douée de dix points doubles et d'un égal nombre
de droites, oil se superposent I'Hessienne et la Steinérienne; en étudiant
avec soin cette surface, il parvient au pentaedre de SyLvestERr, tandis
quen appliquant d'autres théoremes généraux, il arrive aux 27 droites et
aux 45 plans tritangents et aux propriétés de la configuration que forment
ces éléments. — Un géomitre tel que CrEmONA devait prendre un intérét
particulier aux différents procédés de génération d'une surface du 3° ordre,
et en effet il fit connaitre les plus remarquables et les plus utiles; mais
gur Iun d'eux (génération de GRASSMANN par trois gerbes projectives de
plans) il g'arréta assez longtemps, car il conduit i une représentation d'une
surface cubique sur le plan, dont ont peut tirer toute la géométrie sur
cette surface: CREMONA faisait ainsi les premiers pas sur une route qui
devait le conduire plus tard # des pays inconnus avant lui (voir § 12).
Et pour épuiser le programme tracé par l'académie de Berlin, il clot son
magistral travail en traitant un ordre de questions dont il ne s'était presque
pas occupé auparavant; il s'agit de la classification des surfaces du 3° ordre
réelles et générales (c'est-a-dire qu'on peut représenter analytiquement par
des équations & coefficients réels); en sappuyant sur une des générafions
connues, il arrive & la division de ces surfaces en cinq grandes classes
que ScHLAFLIZ) avait déja trouvées a Vaide du ealeul?).

1) Comp. Collected mathematical papers t. 8, p. 76 et 87.

2) On the distribution of surfaces of the third order into species (Philos. trans.
London 153, 1868).

3) Dans son mémoire couronné et dans les Preliminari Cremoxa ne considéra
que des surfaces du 8¢ ordre tout-i-fait générales. Mais dans une autre occasion [90]
il cita des cas particuliers qu'on obtient en supposant quun ou plusieurs des 45
triangles formés par des droites de la surface se réduisent & un point. Or on sait

ra



Lmigi Cremona et son ceuvre mathématique. 1656

CrREMONA g'occupa encore de surfaces du 3° ordre apres la publication
de son mémoire couronné, ainsi que nous allons voir. En 1870 ramené &
cette étude par sa collaboration i la traduction allemande des Preliminari
et probablement attiré par les nouveaux points de vue signalés par CAMILLE
JORDAN en appliquant la théorie des substitutions?), il chercha un pendant
géométrique complet aux résultats de l'éminent géometre frangais, et il
parvint ainsi [85] & un groupe extrémement intéressant de propriétés de
la configuration formée par les droites d'une surface générale du 3¢ ordre?).
Pour établir leur valeur, il suffira de dire que de ces recherches il conclut:

1) la possibilité de répartir ces droites dans les 18 plans d'une des
40 ternes de triddres conjugués;

2) la notion d’ennéaedre, groupe de 9 plans tritangents contenant
toutes les droites de la surface;

3) la nécessité de distinguer deux especes d’ennéabdres et la déter-
mination des nombres (40 et 160) des ennéaedres de chaque espéce;

4) la découverte des 40 quaternes d’hexaedres.

I1 est bon d'ajouter qu'avec ces recherches CrEMONA a tracé les
premiéres lignes d'une belle théorie, dont nous sommes redevables i un de
ges éleves les plus distingués, M. T. BErRTINI®).

A M. Veroxese revient le mérite d’avoir, par ses recherches sur 'hexa-
grammum mysticun, poussé CREMONA, sept ans apres, a s'oceuper de surfaces
cubiques (voir [106]; comp. [105]); le résultat auquel il parvint couronne
bien dignement trois lustres de travail fécond! Le but que notre géometre
ge proposa était de découvir une voie pour arriver, en traversant l'espace
ordinaire, aux théoremes découverts directement par VErONESE, et il la
trouva dans la comsidération d’une surface du 3° ordre douée d'un point
double et des droites qu'elle renferme*). Mais il dut reconnaitre bientot
que si cette considération est vraiment indispensable lorsqu'il s'agit d’établir
par la géométrie de l'espace les propriétés de I'hexagramme de PASCAL,
les théorémes établis en sont tout & fait indépendants, car ils me présup-

que le eas ou cette circonstance se présente le plus grand nombre de fois, a été
découvert peu aprés par Ciesscn (voir § 16 du mémoire Uber die Anwendung der
quadratischen Substitution etec.; Mathem. Ann. 4, 1871), tandis que Ecxarpr a traité
plus tard méthodiquement les autres cas (Uber digjenigen Flichen dritten Grades ete.;
Mathem. Ann. 10, 1876).

1) Voir le grand Traité des substitutions et des équations algébriques (Paris 1870).

2) Joroax le cite (Comptes rendus Paris, séance du 14 février 1870).

3) Contribuzione alla teoria delle 27 rette e dei 45 piani tritangenti d'una superficie
di 39 ordine (Annali di matem. 12, 1884, p. 301—3846).

4) Cette méthode semble assez naturelle pour expliquer qu'elle ait été retrouvée
apres; voir Ricumonn, A symmetrical system of equations ete. (Quart. journ. of
mathem. 238, 1888).
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posent que lexistence d'un systeme de 15 plans et de 15 droites; or ces
plans forment 6 pentabdres et 20 triedres, par couples conjugués, dont
les sommets se trouvent par quaternes sur 15 droites; ces sommets et
ces droites composent un hexaedre qui représente le noyau de toute la figure
et dont les faces sont coordonnées i ces pentaedres. CREMONA ajouta la
remarque importante que cette figure se présente chaque fois qu'on’ a
15 droites situées en 15 plans; par conséquence elle se présente 36 fois
dans toute surface cubique générale; d'on il conclut l'existence de 86
héxaedres dans chaque surface du 3° ordre (voir aussi [107]); ces héxabdres
appartiennent & une série infinie déja considérée par M. Reve!), mais
ils n'avaient pas été signalés auparavant. Parmi les conséquences qu'on
peut en firer remarquons seulement cette belle construction du pentaddre
d'une surface du 3¢ ordre: ,considérons deux hexaidres quelconques ef les
deux développables de la 3° classe (et du 4° ordre) déterminés par leurs
faces; ils ont einq plans tangents communs, qui forment précisément le
pentagdre de SYLVESTER de la surface®.

11. Cremona professeur de géométrie descriptive et de géométrie
analytique.

A partir de 1861 et pendant six années, CREMONA oceupa aussi dans
I'université de Bologne (presque toujours comme chargé de cours) la
chaire de géométrie descriptive. Le plan, suivant lequel il dirigea ses
legons est?) celui entreva déja par BELpavimis®) et que M. Feprer
a depuis développé completement; il comsiste & introduire et appliquer
largement dans I'étude de la géométrie descriptive les idées fondamentales
de la géométrie moderne. D’ailleurs I'examen attentif du cours qu'il a
fait pendant l'année scolaire 1864—1865%) prouve qu'il pensait bien
4 raison qu'un cours de géométrie descriptive théorique devait comprendre
toutes les méthodes de représentation connues (méthode de Monar, per-
spective, projections cotés, axonométrie); il ajoutait aussi la théorie des
ombres, systéme que nous n'approuvons pas tout-a-fait, en considérant
qu'elle forme plutot un chapitre de la géométrie deseriptive appliquée.
Pour la perspective, il faut remarquer que, sous ce nom, notre géométre
embrassait le corps de doctrine basé sur louvrage célebre de Broox
TAYLOR, qu'il rajeunit en y introduisant bon nombre didées de la
géométrie moderne, et en en formant ainsi un tout qui ressemble absolument

1) Voir le n¢ 15 du mémoire Geometrischer Beweis des Syivesrerschen Satzes ete.
(Journ, fir Mathem. 78, 1874).

2) Voyez V'avant-propos des Flementi di geometria projettiva.

8) Lezioni di geometria descrittiva (Padova 1851).

4) M. Berrmsr qui suivait ce cours, en rédigea un résumé qu'il eut I'extréme
coprtoisie de mettre 4 ma disposition.
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i la méthode de la projection centrale de M. FiepLer. Un petit travail
pseudonyme [69] — qu'il éerivit pendant qu’il était & la campagne, chez
son collegue MaGNI, le célebre oculiste — fournit une indiscutable preuve
de ce que nous venons de dire. '

Par arrété royal du 18 janvier 1863, CreMoNA fut nommé professeur
de géométrie analytique et descriptive & l'université de Bologne, mais
bientot apres (arrété du 8 avril 1863) il revenait & sa chaire de géométrie
supérieure, tout en continuant son enseignement de géométrie descriptive.
Ce court séjour dans une chaire de géométrie analytique nous fournit
l'occasion de mentionner quelques travaux sur cette matiere qui ne rentrent
dans aucune autre catégorie de notre cadre. Quelques-uns [42, 44| ne
contiennent que I'énoncé de problemes ou théorémes relatifs aux appli-
cations géométriques de la théorie des formes; leur valeur est prouvée
par cela quun géométre tel quel Barracrixi ne dédaigna pas de les
résoudre ou démontrer'); un autre [45] contient un ecaleul tres simple
ayant pour but d’établir une formule tout-i-fait élégante pour carrer un
segment de section conique, que SYLVESTER avait découverte et que
SALMON avait communiquée i notre mathématicien par une lettre du
23 novembre 1863; le caleul de CrEMONA eut Ihonneur de prendre place
dans le plus célebre traité moderne de géométrie analytique élémentaire?).

Comme ces publications correspondent & peu pres a l'époque on
CremMONA fut professeur de géométrie analytique, on pourrait eroire que
son intérét pour cette branche des mathématiques fut né et mort en
Iui avee cette occupation officielle. Rien de plus faux; on peut dire que
cet intérét dura toute sa vie. Pour g'en persuader, le lecteur n’a qu'a se
rappeler quels furent les travaux qu'il écrivit des son arrivée & Cremone
(13], 141, 15], [6], [7]); de cette ville est aussi datée une note [14] ayant
pour but de trouver l'équation homogene de.la sphere circonserite & un
tétratdre, tandis qu’a Milan il éerivait un travail plus long [16] contenant
des démonstrations d'une rare élégance des théoremes donnés par CHASLES
dans son Résumé d'une théorie des coniques sphériques homofocales®); plus
tard [62] il se proposa d’appliquer les coordonnées cartésiennes a établir
une formule assez remarquable de MaNNHEIM. Dans les premiers jours
de sa résidence & Bologne il écrivit — en dehors d'un travail dont nous
avons déja parlé [21] et d'une analyse élogieuse du plus grand ouvrage
didactique de HEsse [31] — un autre [20] ,eoll’ unico scopo di atfirare
I'attenzione di qualche benevole lettore su una teoria che promette di

1) Giorn. di matem. 1, 1863, p. 311—3816, 370—378.

2) Savmon-Fievrer, Analytische Geomelrie der Kegelschnitle, 6. Aufl. (Leipzig
1903), p. 743.

3) Comptes rendus Paris 50, 1860, p. 623—633.
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essere feconda quanto & quella de’ luoghi omoroalic di eui la prima puo
derivarsi mediante la trasformazione polare”. . premieres lignes de cette
nouvelle théorie ont été tracées par O. TErQUI: *1. mais e'est Crasnes qui

en fournit les éléments les plus importants®); elle a pour hase la consi-
dération des couples de droites coupant une conique suivant quatre points
d'un méme cercle, mais il faut reconnaitre qu'elle s'est montrée hien moins
importante qu’elle ne le paraissait & son début. CremoxA en donna une
belle exposition élémentaire; bhornons-nous & signaler qu'on y trouve le
systeme de coordonnées, pour les droites d'un plan, corrélatif a celui des
coordonnées elliptiques ordinaires. Une addition qu'on trouve dans un autre
travail [61], prouve qu'il continua i s'occuper plus tard du méme sujet.

Mais de tous les mémoires de géomdétrie analvtique dus i CrEMONA,
le plus original et le plus important est le dernier qu'il éerivit & Bologne
[73]; le lecteur reconnaitra que nous avons raison de penser ainsi en lisant
I'énoncé des théoremes qu'il renferme, que voici: ,Soib
F(z,9)=y%(aa® + 2bx+¢) + 2y (a'a® 4 2 ¢') 4 ("2 + 207z ")

=a2(ay® + 2a'y +a”) +2x(by? +2b'y +0") +(cy* + 2y +¢);
X(x) et Y(y) soient les discriminants de F' suivant qu'on la considire
comme fonction de ¥ ou de a; X et Y sont deux formes hiquadratiques
ayant les mémes invariants“.

Cette proposition est aujourd’hui bien connue par des travaux de
MM. CapELLI®) et ZEUTHEN*); CREMONA déclare qu'il ignore si quelquun I'a
découverte avant lui et nous aussi n'avons pu la trouver énoneée dans aucune

- publication antérieure & l'an 180G7; jusqua preuve contraire, nous la con-
gidérons en conséquence comme un théoréme de CreMonA. Notre auteur
dit qu'on pourrait la prouver par un calcul directe des invariants des formes
X (z) et Y(y); mais il en développe une démonstration si belle qu’il faut
que nous en donnions ici une idée. Supposons, comme il est permis,
¢"'=0, F (z, y) = 0 est alors l'équation dune quartique passant par
l'origine des coordonnées et ayant des points doubles & I'infini des axes;
changeant =, y respectivement en —ml-, Tl;, cette courbe se transforme en

une cubique passant par ces mémes points i linfini, et les équations
X(:}E] =(), 1'(;1;) — 0 représentent les quatraines des tangentes a cebie
nouvelle courbe paralleles aux axes; or on sait que ces quatraines sont
projectives, done ete.

1) Sur les lignes conjointes dans les coniques (Journ. de mathém. 3, 1838

2) Mémoire sur les lignes conjointes dans les coniques (Journ. de mathém. 3,
1838, p. 385—434).

3) Sopra la corrispondenza (2,2) ete. (Giorn. di matem. 17, 1879, p. 69).

4) Déduetion de différents théoremes géométriques d'un seul principe (Proe. of the
I;ondon mathem. soc. 10, 1879, p. 196—204).
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12, Cremona & linstitut techmique supérieur de Milan.

F. Briosenr, qui depuis 1863 était le chef de I'institut technique
supérieur de Milan, pensa en 1867 qu'il était nécessaire d'infroduire dans
l'enseignement. des fuburs ingénieurs ces méthodes graphiques que CULMANN
avait imaginées et que, aidé par T. Reve, il répandait de sa chaire au
Polytechnicum de Ziirich; et il Iui sembla que personne en Italie ne
convenait mieux que CREMONA pour occuper cette place de bataille!); en
conséquence, sur sa proposition, par arrété ministeriel du 16 octobre 1867,
celui-ei fut chargé (comandato) du cours de géométrie supérieure & Milan
(il ne re¢ut que le 9 novembre 1872 le titre de professeur ordinaire).
Ainsi finit une nouvelle période de la vie de notre mathématicien, qui
avait duré sept années, et qui, du point de vue strictement mathématique,
est sans doute la plus heureusement féconde de toute son existence.?)

Le changement de résidence de Bologne & Milan exerca une modifi-
cation radicale sur la direction générale des idées et des recherches
scientifiques de CREMONA. D'un edté, son séjour dans un institut ayant
un but professionnel et T'obligation on il fut d'enseigner la statique
graphique, le conduisirent i des recherches ayant trait a des applications,
dont il g'était toujours tenu éloigné auparavant; d’ailleurs le contact
(quotidien avee le grand analyste qu'était son ancien maitre Brroscr,
Pentraina insensiblement & abandonner la géométrie du type de CHASLES et
STEINER, pour se tourner vers les méthodes plus algébriques, qui avaient
alors CLesscit comme leur plus illustre et leur plus fécond protagoniste.

Pour se former une idée des concepts directeurs choisis par CREMONA en
tragant le plan de son cours & l'école polytechnique de Milan, on n’a qu'd
parcourir les lithographies qu'on en fit pour servir aux étudiants pendant les
années 1867—68 et 1868—692). Ces deux rédactions se trouvent en général
d’accord; chacune est divisée en trois groupes de legons, dont I'un comprend la
géomélrie de position, le second le calcul graphigue et le troisieme la statique
graphique; mais, tandis que, pour les deux derniers, CULMANN est toujours
conseillé comme livre de texte, pour le premier STAUDT est indiqué une fois et
Zxcn une autre; enfin dans la rédaction plus récente, les applications sont plus
développées et nombreuses que dans la premiere.?) Or nous allons prouver

1) ,,L'Italia pub gloriarsi d'avere, per la prima, data ospitaliti alle nuove idee,
e coll’ insegnamentos e con pubblicazioni originali ed illustrative. In breve volgere
d’anni la geometria projettiva e la statica grafica divennero tra noi materia di studio
ordinario, ed oggi non vi ha piu aleun ingegnere, laureato dopo 1870, che non sia
padrone de’ metodi grafici.* Voila comment s’exprimait notre mathématicien, en mars
1888, dans la préface & La statica grafica (Parte I, Milano 1888) de M. Savrorri.

2) Comparez en effet la liste i la fin de notre article.

3) C'est i l'obligeance de M. Juna que je dois de les avoir pu examiner chez moi.

4) Comme ce cours est souvent cité (voir p. ex. Jixa, FEncyklop. der mathem, Wiss.,
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que pour chacune des trois parties du cours professé & Milan par CREMONA,
il existe des traces visibles des empreintes personnelles qu'il y a lnissées.

En octobre 1874 le gouvernement italien imposa de nouveaux pro-
grammes pour l'enseignement des instituts téchniques (Obere Realschulen);
parmi les nouveautés introduites, remarquons celle (conseillée probablement
par CREMONA lui-méme) de la théorie des sections coniques basée sur les notions
de rapport anharmonique et d'involution. Or pour cette nouvelle branche
d'instruction mathématique, il n'existait alors en Italie ancun livre de texte;
qui mieux que UREMONA aurait pu le rédiger, mieux que lui qui depuis une

t. 41:8, p. 299, 814) et qu'il a servi de modéle pour plusieurs des cours analogues
faits en Italie, je crois utile de donner ici la table des matieres traitées, daprés la
rédaction la plus récente:

1. Géométrie de position.

1. Formes géométriques fondamentales. 2. Systimes harmoniques. 3. Formes
projectives. 4. Involution. 5. Génération des coniques. 6. Théorie des poles eb des
polaires. 7. Centre et diamdtres des comiques. 8. Ixercices et constructions.
9. Théortéme de Desaraurs. Formes projectives dans les coniques. 10, Exercices et
constructions. 11. Problemes du 24 degré. 12. Foyers des coniques. 13. Quelques
autres problemes et comstructions. 14. Cones et surfaces du second ordre réglées.
15. Exercices. 16. Propriétés des formes géométriques fondamentales de la 2t espice.
17. Affinité et similitude des figures planes. 18. Exercices. 19. Géncration des
surfaces du 2d ordre. 20. Pdles et plans polaires par rapport i une surface du 24 ordre.
21. Diamétres, centre, axes. 22. Affinité, similitude, congruence et symétrie des ligures
solides. 23. Exercices.

2. Caleul graphique.

1. Addition et soustraction des lignes droites. 2. Multiplication ou division d'une
droite par un rapport. 8. Elévation & puissances et extraction de racines. 4. Multi-
plication de droites entre elles. 5. Transformation des aires dont le conmtour est
rectiligne.. 6. Tables graphiques. 7. Transformation des figures circulaires. 8. Trans-
formation des figures curvilignes en général. 9. Théorie du planimétre. 10. Cubature
de masses régulieres. 11. Cubature de masses irrégulibres. 12. Caleuls graphiques
relatifs aux transports des terres.

B. Statique graphique.

1. Composition des forces appliquées & un point. 2. Composition de forces placées
arbitrairement dans un plan. 3. Correspondance projective entre le polygone des
forces et le polygone funiculaire. 4. Exemples et cas particuliers. 5. Moments de
forces dans un plan. 6. Couples. 7. Iquilibre des forces d'un plan. 8. Composition
des forces dans l'espace. 9. Forces paralléles dans un plan. 10. Centres de gravité.
11. Moments d'inertie. 12. Ellipsoide central. 13. Ellipsoide d'inertie. 14. Systbme
de forces paralléles dont les intensités sont proportionnelles aux distances des points
d’applications d'un plan. 15. Ellipse d'inertie. 16. Systtme de forces paralliles,
agissant sur une région plane, dont les intensités sont proportionnelles aux distances
d'un axe neutre. 17. Construction de l'ellipso centrale et du noyau d’une figure
plane. 18. Ellipse centrale et noyau profil d'un rail. 19. Ellipse centrale et noyau
d'un fer i angle. 20. Distribution des forces intérieures dans les sections d'une travure.
21. Application & une travaure métallique encadrée i une de ses extrémités.

*
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dizaine d’anndes exposait de sa chaire les nouvelles méthodes géométriques et
par de nombreuses ef brillantes applications prouvait qu'il en connaissait
Jusquau fond la nature et l'art de les manier? Notre géometre sentit le
devoir qu'il avait & remplir et s’y prépara. Cest ainsi que naquirent les
Lilementi di geometria projettiva [101], qui, quoique arrétés au 1°* tome?)
furent vivement appréeiés en Italie et & l'étranger?), servirent longtemps
chez nous & l'enseignement supérieur et furent traduits dans les principales
langues®): ils sont en conséquence tellement conmus qu'il est tout-a-fait
inutile d'en faire ici une nouvelle analyse et d’en décrire completement le plan;
nous nous hornerons donc i quelques simples remarques. Relativement au
nom employé par CREMONA pour désigner la branche de mathématique qu'il
traite, il faut noter qu'il u éearté ceux de géoméirie supérieure et de géométrie
moderne, alors en usage, car ils exprimaient des idées trop relatives et passa-
geres, et aussi ceux de géométrie de position et de géométrie dérivée, dont le
premier semblait exclure la considération des relations métriques et le second
était d’une signification trop large; alors, pour embrasser l'ensemble des
théories ayant comme germe Ye Traité des propriétés projectives des figures,
il emprunta i Kveix le nom de Géométrie projective?), en le prenant toutefois
dans un sens trés différent: cette décision obtint Iapprobation générale.
Relativement & Ja méthode nous observerons que CREMONA, tout en g'écartent
de la route frayée par Staupr, qui exclut completement la considération de
rapport anharmonique, fit de cette notion un usage un peu plus restreint de
ce qu'en avaient fait MOBIUS, STEINER et CHASLES; il ne suivit non plus
StauDT dans la théorie des imaginaires, car il exelut cette théorie, en préférant
de remarquer pour chaque probléeme du second degré qu'il peut avoir 2, 1 ou 0
solutions. Ajoutons que c’est depuis la publication des Elementi di geometria
projettiva qu'on a rigoureusement suivi le systeme de désigner les points par
les lettres grandes A, B, C, ..., les droites par-les lettres petites a, b, ¢, . . ..
et les plans par «, f, , ... Les partisans de la fusion de la planimétrie
avec la stéréométrie y remarqueront avee plaisir la suivante déclaration: ,Le
considerazioni stereometriche suggeriscono bene spesso il modo di rendere
facile ed intuitivo ci0 che in geometria piana sarebbe complicato e di

1) Le 24 tome était déja commencé lorsque survinrent des changements radicaux
dans l'organisation des instituts techniques; Cremona interrompait alors un travail
ingrat, dont il ne voyait plus le but.

2) Voyez les analyses qu'en firent M. Zevrnen (Bullet. d. sc. mathém. 5, 1873,
p- 10—15) et Bermisi (Period. di scienze mat. e nat. per 'insegnamento
secondario, 1, 1873, p. 26—27); quelques inexactitudes signalées par le premier
ont été corrigées par l'anteur méme (voir vol. derniérement cité p. 56—58).

8) LEléments de géométrie projective, trad. par Dewuvrr (Paris 1875); Elemente der
projectivischen Geometrie; deutsch von Travrverter (Stuttgart 1882); FElements of pro-
Jective geometry; translated by C. Levorspore (20 ed., Oxford 1894).

4) Mathem. Ann. 4, 1871, p. 578.
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malagevole dimostrazione®, et tout le monde accordera une grande admiration
aI'éminent géometre qui sut tirer la moelle des ouvrages de ses prédécesseurs
pour en former un tout homogéne, ayant une physionomie hien nette.

Les belles qualités, si répandues dans les Elementi di geometria
projettiva, se refrouvent dans un petit ouvrage, que CrEMONA publia peu
apres [102], et que, si josais hasarder une hypothese, je considérerais
comme ayant avec le précédent une relation identique a celle que la Geometric
der Lage de STAUDT aurait eue avec la Geometrie des Maasses qu'il avait
projétée.  En effet dans les Flementi di calcolo grafico se trouvent
recueillies et coordonnées toutes les notions et les propositions qui rendent
possible le remplacement dun caleul arithmétique par un diagramme
convenablement choisi. Ils commencent par une exposition complite du
principe des signes pour les segments rectilignes, les angles et les
volumes, puis on y trouve les méthodes graphiques pour effectuer exacte-
ment toutes les opérations arithmétiques et pour résoudre, avee telle
approximation que I'on voudra, toute équation algébrique. La question
traitée ensuite a un intérét théorique et pratique; elle a oceupé aussi les
anciens géometres, qui tracerent les premieres lignes de sa solution; c'est le
probleme de la transformation des aires; probleme qu'on peut résoudre
exactement lorsque le contour est rectiligne et par approximation dans
les autres cas. La derniere des questions résolues par CREMONA se trouve
“sur la limite entre la géométrie et la mécanique; cest I détermination
graphique des centres de gravité; son importance est telle que CREMONA
y a consacré avec raison plusieurs développements. Les traductions qui
méme récemment') honorerent les Elementi di calcolo grafico prouvent que,
aujourd’hui encore, on les considere comme la meilleure introduction aux
méthodes de CuLmaNN.

Le troisitme des travaux de CrEMONA liés & son enseignement au
polytechnicum de Milan est encore plus original que les deux autres;
il a pour objet la théorie des figures réciproques qu'on rencontre dans
le statique graphique. Publié d’abord (1°¢* juin 1872) & I'oceasion des noces
de la fille de Brioscni, il fut bient6t réimprimé et sept ans apres une
nouvelle édition fut jugée nécessaire et parut en effet?) par les soins de
M. June [99]. Pour comprendre et mésurer la valeur de I'innovation
introduite par notre géomeétre dans la dite théorie, il est nécessaire de se
rappeler que CLERK MAXWELL avait observé le premier que le polygomne
des forces et le polygone funiculaire (qui sont deux figures corrélatives)

1) Elemente des graphischen Kalkuls; deutsch von M. Currzz (Leipzig 1876).
Graphical statics. Two treatises on the graphical caleulus and reciprocal figures in
graphical statics; translated by H. Brare (Oxford 1890).

2) 1l & aussi été traduit en anglais (voir ci-dessus) et en frangais.
L



Luigi Cremona et son cuvre mathématique. 173

peuvent étre considérés comme les projections orthogonales de deux
polyedres qui, apres rotation de U'un d'eux de 90° autowr d'un aze con-
venablement choisi, sont polaires réciproques par rapport & un paraboloide
de révolution. Or CremONA découvrit que ces deux polygones peuvent
aussi &tre considérés comme les projections orthogonales de deux polyedres
qui, dans lewr position, se correspondent par rapport & un complexe
linéaire. ,Wenn es daher (dit un juge compétent)!) auch nicht so wichtig
ist, ob bei der Herstellung des reciproken Kriifteplanes das Rotations-
paraboloid oder das Nullsystem zu Grunde gelegt wird, so ist doch immer-
hin durch die Einfihrung des Nullsystems und die Vermeidung der
Drehung des Kriifteplanes in theoretischer Richtung eine Abrundung er-
zielt“ UREMONA est donc justement considéré comme un des ,Begriinder
der Fachwerktheorie“2). It les adeptes de la géométrie de la droite dans
Pespace lui sont reconnaissants, car, aprés leur avoir appris une élégante
représentation des droites sur un certain systéme formé par o4 coniques
d'un plan®) [100], par une application pratique inattendue et importante,
il documenta la valeur d'une branche de géométrie qui poussait alors
ses premicres fleurs.

13, Travaux de Cremona sur les courbes au point de vue du genre.

Laction didactique de CrReEMONA @ l'institut technique supérieur de
Milan ne resta pas entre les bornes indiqués dans le paragraphe précédent:
car a cefte époque I'établissement dirigé par Brioscui eompfait une école
normale destinée & former des professeurs pour les instituts techniques?),
et OremoNA fut chargé d'y faire des legons et des conférences de
mathématiques supérieures. Parmi ceux qui eurent le bonheur de les
écouter, notons A. ArMENANTE, G. Ascori, E. Berrini, G. Jung, M.
Misant et Enm. WEYR. Les plus célebres de <ces legons furent celles que
OreMONA fit durant P'année scolaire 1868—69, conjointement i Brioscmi
et CASORATI, sur la théorie des fonctions elliptiques et abéliennes.
Du résumé qu'on en a publié®), il résulte que, tandis que Brioscmi
g'était inspiré de Jacosi et Casorari de RiemaNN, CrEMONA prit pour
guide la Theorie der Asrrschen Functionen de CLEBSCH et GORDAN.

1) Hennenere, Encyklopddie der mathem. Wissenschaften 4, p. 863.

2) Hexnenera, article cité p. 866; voyez aussi Hauck, Uber die reciproken Figuren
der graphischen Statik (Journ. fiir Mathem. 100, p. 366).

3) Ce sont les coniques circonscrites aux triangles circonserits & une conique fixe.

4) Voir I'art. 16 de l'arrété royal du 6 mars 1863, par lequel fut fondé le poly-
technicum de Milan.

5) A. Ammenante e G. Junc, Relazione sopra tre corsi paralleli dei professori
Brioscur, Crexons e Casorart :ml!ﬂ teoria delle fumwm ellittiche e abeliane. Giorn.
di matem. 7, 1869, p. 224—234.
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Dans la 1¢7® partie de son cours il exposa, suivant lo méthode qu'il
avait déja adoptée dans son Introduzione, les théorémes ‘:damentaux
sur les courbes planes algébriques; dans la 2° il fit connaiire les trois
premieres sections de cette 7%hcéorie, en lni domnant un aspect un peu
plus géométrique; et dans la 3%, pour prouver I'importance hors ligne
du théoreme d’ABEL, il exposa les magnifiques recherches que Crenscu
avait réunies dans ses célebres mémoires des tomes 64 et 65 du Journal
fiir Mathematik. Si nous ne nous trompons pas, c’est la 2¢ partie
qui offre un plus grand intérét de nouveauté; elle fournit a Cremoxa
le sujet d'un mémoire étendu [86], on, & l'aide de considérations géomé-
triques, il arriva, par une voie différente de celle de CLEBscn ef GorpAN,
i la réduction des intégrales abéliennes & leurs trois formes typiques, et
au théoreme d'ABEL.

Une originalité encore plus grande ecaractérise deux autres trauvaux,
ayant aussi leur origine dans ce cours, et dont mnous devons dire quel-
ques mots.

Les coordonnées des points d'une courbe hyperelliptique du genre p,
peuvent g'exprimer rationnellement & l'aide d'un parametre 4 et de la
racine carrée d'une fonction entitre @ (2) du degré 2p + 2. Cresscu
et GORDAN, dans leur ouvrage cité, apprennent & réduire les courbes
hyperelliptiques des genres p =1 ou 2 & leurs formes typiques; or CREMONA,
généralisant le procédé analytique adopté par ces auteurs, et en employant
une transformation de JONQUIERES convenable, prouva ) [82] que, quel que
soit le genre p, une courbe hyperelliptique du genre p peut se transformer
en une courbe de lordre p 4 2 & un seul point singulier p-ple M,
jouissant de ces deux propriétés: 1) chaque tangente & la courbe au
point M coupe celle-ci en p 4 2 points coincidents en M; 2) on
peut mener de M a la courbe p - 2 droites tangentes aillevrs, leurs -
points de contact se trouvant sur une droite m. La courbe transformée
est homologico-harmonique par rapport au centre M et i l'axe m; elle a
8p points d'inflexion et 8p(p — 1) tangentes doubles. — Remarquons
qu'a la classe des courbes hyperelliptiques appartiennent les quartiques
douées d'un point double; CREMONA s'en occupa occasionnellement [90]
dans I'hypothese qu'elles fussent homologico-harmoniques, et en détermina
leurs coniques quadritangentes et leurs tangentes doubles, en g'aidant de
considérations de géométrie de I'espace, signalées auparavant par M. GEISER?).

Dans lavant-propos de leur Théorie, que nous venons de -eciter
plusieurs fois, CLEBSCH et GORDAN ont fait allusion & la question de savoir

1) Comp. Crenscn-Linoeuaxy, Vorlesungen tiber Geometrie, 1Bd. (Leipzig 1876), p.720.
2) Uber die Doppeltangenten einer ebenen Kurve vierten Grades (Mathem. Ann. 1,
1869, p. 509).

-
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si le nombre des modules d'une courbe du genre p est 3p — 3, comme
avait dit RieMANN dans le § 12 de sa Theorie der Anrrschen Functionen,
ou bien 4p—06, comme ecroyait CAYLEY!); cette question est depuis
longtemps résolue, car CAYLEY non seulement a reconnu son erreur, mais
il en a découvert la cause?). Toutefois, antérieurement & cet événement,
UrEMONA, en collaboration avee CASORATI, se proposa [83].de chercher_
quelques raisons en faveur de l'une ou de lautre de ces questions, et il
se plaga du coté de la vérité, car il établit, & laide de considérations
directes, I'exactitude de la formule de RIEMANN pour p =5 ou 6%). Si
Pon fait attention & 1'époque on elle fut écrite et aux proeédés qui y
sont employés, on verra sans peine que cette note n'est pas indigne de
figurer parmi les travaux de notre géometre.

14, Transformations rationnelles de l'espace; leur application
a la représentation plane des surfaces.

Les mémoires de CREMONA, que mous venons d’analyser, sont toutes
des preuves du courant sympathique d'idées existant alors entre lui et son
ami CLepsci (comp. [96]); d'autres preuves vont résulter de l'analyse de
ceux qui vont nous occuper maintenant.

Lie 21 juillet 1866 Crepscn annongait & CrEMONA qu'il avait découvert
»durch Integration que les lignes asymptotiques d'une surface de STRINER
sont des courbes gauches du 4° ordre et de la 2° espice?). La beauté
de ce résultat fit naitre en notre mathématicien le désir d'y parvenir par
une voie géométrique et des le 25 septembre de la méme année il pouvait
annoncer & son ami qu'il venait d'atteindre son but. IL’artifice qu’il
employait & cet effet consiste dans la représentation de la sarface sur un
plan, représentation qui résulte de la premiere communication de WEIER-
STRASS sur cefte surface, mais que CLEBSCH (voir le mémoire cité tout-a-
I'heure) et CrEMONA [72] ont les premiers (et indépendamment I'un de
Pautre) développée et appliquée. Les lois de cette représentation sont
aujourd’hui si connues qu’il n’est pas nécessaire de les rappeler ici; mais
les subtils raisonnements par lesquels CREMONA parvint & la représen-
tation et & la nature des lignes asymptotiques de la surface dont il
s'agit, méritent d'étre signalés honorablement. CREMONA (non moins que

1) On the transformation of plane curves (Proc. of the London mathem,
soc. 1, 1865, p. 1).

2) Note on the theory of invariants (Mathem. Ann. 3, 1871, p. 268).

3) Le cas de p=4 avait ét¢ déja épuisé par A. Brin (Mathem. Ann. 1, 1869, p. 401).

4) Voyez en effet le mémoire Uber die Srzwensche Fliche, qui porte la date
24 juillet 1866 et fut publié dane le premier cahier du t. 67 (1867) du Journ
fiir Mathem.
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CLeBscH) remarqua le cas particulier de la surface de STEINER corre-
spondant & I'hypothese que deux des droites doubles coineident. et il
ajouta celui, encore plus spécial, ou toutes les trois se superposent; et en
ayant observé que les surfuces réglées du 3" degré peuvent se représenter
sur le plan d'une maniére analogue, il arriva aussi & découvrir les lignes
asymptotiques de toutes ces surfaces!).

Or ce dernier résultat, certainement remarquable en soi, nous apparait
trés important si 'on comsidere qu'il fut le point de départ des nouvelles
recherches, couronnées d'un complet succts, que notre auteur fit [80] sur.
les surfaces réglées |m, n| de lordre m 4+ n, douées chacune de deux
directrices rectilignes, de multiplicités m et 2 et de (m—1)(n—1)
génératrices doubles. Une telle surface est rationnelle; ses lignes
asymptotiques sont toujours algébriques, de lordre 2(m - 2 — 1), si les
deux directrices sont différentes et de lordre 2m -+ n — 2, lorsqu'elles
coincident. CREMONA parvinbt & ces conséquences i travers une foule de
considérations et de caleuls, oi je me sais ce qu'on doit adwirer le
plus, la rigueur du raisonnement géométrique ou 1'élégance du procédé
analytique. Ce qu'il ne faut pas oublier de signaler particulibrement,
c'est le moyen employé pour arriver & la représentation sur un plan d'une
surface; tandis que, d’ordinaire, pour y parvenir on part de la considération
de lordre et de la multiplicité de ses lignes eb de ses points singuliers,
ou hien on transforme d’'une maniére convenable son équation, UREMONA,
ayant avant tout prouvé qu'une surface [m, 2] est toujours rationnelle, et
généralisant les lois de représentation d'une surface [2, 1], arrive & la
représentation générale cherchée; c'est un artifice logique qui mérite d’étre
considéré, car il peut servir en d'autres cas analogues.

Dans son mémoire sur la surface de StTEmNER, CLessci obtint les
équations différentielles des lignes asymptotiques, et il les intégra. Cette
importante application de la représentation plane d'une surface & la
résolution d'un probleme métrique domna & CrReEmMONA lidée de chercher
i, en général, pour une surface rationnelle, on aurait pu résoudre assez
aisément les plus importantes questions de cette espece. Kt en effet, dans
un travail tres peu connu [88], il trouva, pour toute surface algébrique,
dont la représentation univoque sur le plan soit donnée, les équations
différentielles des courbes isotropes, des lignes asymptotiques et des lignes
de courbure, et il ajouta des remarques utiles pour leur intégration ?).

1) Ce sont des quartiques d'une espéce particuliére que Cremoxa étudia ex-professo
un peu plus tard [78].

2) CremonA observa que foute surface algébrique a toujours au moins deux lignes
de courbure algébriques; c'est-i-dire sa section par le plan i l'infini et sa ligne de
contact avec la développable circonscrite i la surface et au cercle imaginaire & l'infini.
Ces propositions sont elles nouvelles?

rF
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(es équations générales furent établies par CREMONA (c'est lui qui I'a
déclaré) en vue d'applications renvoyées & des occasions futures, qui mal-
heureusement ne se présenterent plus; mais dans le mémoire dont il g'agit
|88], il s'arréta aux surfaces du second degré, et parvint ainsi & des théoremes
sur leurs lignes de courbure, dont la substance remonte & MONGE, mais
qui se présentent sous une forme si belle qu'il est & souhaiter que
quelque géometre applique les formules générales de CREMONA @ des
surfaces moins connues que les quadriques.

On sait que le mémoire sur la surface de STEINER est bien loin
d'etre le seul que CLebsch ait comsaeré i la représentation d'une surface
sur le plan; en dehors de plusieurs autres exemples remarquables, il a
composé un travail tris étendu, aujourdhui eclassique, sur la théorie
générale de cette représentation'). Impressionné par la grandeur de ces
recherches, UrEMONA voulut leur apporter quelques contributions; ef, dans
une note communiquée i la société de Gottingue le 3 mai 1871, il signala
une méthode extrémement féeconde, pour découvrir des surfaces rationnelles
et leur représentation sur un plan. Elle consiste dans I'application d’une
transformation rationnelle de l'espace i une surface rationnelle déja
connue; CREMONA a considéré tout particulierement la transformation
dans laquelle aux plans de l'espace correspondent oo ? surfaces du 3° ordre
passant toutes par une méme courhe du G ordre et les transformations
qui en sont des cas particuliers. De cette maniere il put représenter sur
un plan et étudier plusieurs surfaces remarquables, dont wne du 4¢ ordre,
siz du B®, cing du 6, quaire du 7° et une du 8°.

Poursuivant dans le méme ordre d'idées, il remarqua |92 que la sur-
face du 4® ordre & conique double peut s'obtenir d'une surface du 3° ordre
en lui appliquant la transformation

aypragrayrag =y 1y Y2 Y31 Y2 Y4 — Ys*
Qo il suit une nouvelle méthode pour étudier cette surface., i laide
d'une représentation plane. Kt si I'on applique la méme transformation
i une surface du second ordre, on parvient [93] & un nouveau cas
particulier de la méme surface, échappé méme a KORNDORFER; c'est le
eas ot la surface a, sur la conique double, un point singulier par lequel
passent quatre droites de la surface, situées dans le méme plan.

Neuf ans apres, Cremona fit de cette transformation quadratique de
l'espace une autre importante application [112], c'est-i-dire a 'étude d'une
surface du 4¢ ordre ayant comme seule gingularité un point double uniplanaire,
oit la surface est tangente  elle-méme. Une telle surface, qui avait été signalée

1) Intorno alla rappresentazione di superficie algebriche sopra un piano (Rend.
dell’ ist. Lomb. [Milano] 1o, 1868). Uber dic Abbildung algebraischer Flichen
(Mathem. Ann. 1, 1869).

Bibliotheca Mathematica. 111, Folge. V. 12
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par NoETHER dans une communication faite & la societé de Gottingue le 7
juin 1871, appartient & un eélebre groupe de surfaces rationnelles du 4° ordre
dépourvues de lignes multiples et de points triples '). En un cas particulier
elle avait été rencontrée auparavant par Cremoxa lui-méme [91]; 'étude
qu'il fit du cas général peut passer pour complete ef définitive.

Non moins remarquable est une autre application qu'il signala des
mémes idées; ayant remarqué que, tandis qu'on comnait un grand
nombre de surfaces rationnelles douées de lignes doubles, on n'en connait
presque pas de douées de lignes cuspidales, il se proposa de combler
cette regrettable lacune. A cet effet, développant des idées qu'il avait
esquissées ailleurs (voir [91], pag. 215, lignes 3—5), il parvint [97] i deux
surfaces rationnelles de la dite espece et i leur représentation sur un plan.
Une de ces surfaces résulte de l'application d'une transformation cubique
i une quadrique, l'autre d'une transformation quadratique & une surface
du 3¢ ordre douée de point double. La premicre est la surface (du 5° ordre
et de la 8¢ classe) réciproque de la surface du 8¢ ordre doude d'un point
double uniplanaire; tandis que l'autre est une surface du 4¢ ordre douée de
conique cuspidale, dont il établit le premier les propriétés earactéristiques.

Avant de considérer comme épuisée notre analyse des contributions
que CREMONA a domnées @ In théorie de la représentation univoque d'une
surface sur un plan, rappelons que Cresscn (voir les mémoires cités ci-
dessus) et CAroraLI?) ont indiqué, avec tous les détails désirables, comment
on peut découvrir toutes les propriétés descriptives d'une surfuace rationnelle,
dont on connait la représentation plane: or CREMONA n'a pas jugé indigne
de lui dappliquer ce proeédé & un exemple extrémement instructif (voir
[117] et [118]). II supposu donné un systeme de courbes du 6° degré
ayant en commun six points doubles, dans lesquels les tangentes forment
des involutions donuées, et il établit qu’elles sont les images des sections
planes de la surface corrélative a la surface générale du 3¢ ordre.

Nous avons vu que l'instrument employé toujours par CREMONA pour
arriver & des surfaces rationnelles consiste dans l'application de transfor-
mations birationnelles de I'espace. C'est une théorie qui est la généralisation
naturelle de celle des transformations erémoniennes du plan, et qui a été
cultivée avec succes presque en méme temps par CavLey et Noeruer®).

1) Niruen, Uber die rationalen Tldchen vierter Ordnung (Mathem. Ann. 33, 1889)

2) Sopra ¢ sistemi triplamente infiniti di curve algebriche piane (Collectanea
mathem., Milano 1881).

3) Carrey, On the rational transformation between two spaces (Proe. of the London
mathem. soc. 8, 1869). Nirurr, Zur Theorie des eindeutigen Fontsprechens algebraischer
Gebilde von beliebig vielen Dimensionen (Mathem. Ann. 2, 1870) et Uber dic eindeutigen
Raumtransformationen (Mathem. Ann. 3, 1871).

-
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A cet ordre d'investigations ne pouvait rester étranger notre mathématicien;
et, en effet, au printemps de 1871, il fit & I'Istituto Lombardo deux
communications importantes sur ce sujet ([94], [95]), et I'année suivante il
les refondait, en les complétant du coté théorique, pour former son eélehre
mémoire Sulle trasformazioni razionali dello spaziol) [98]; comme ce
mémoire est demeuré inachevé, on me peut omettre de tenir compte
encore de ces deux communications si on veut se former une idée
complete de ce que CreMona a fait sur ce sujet.

On sait que, pour établir la théorie des transformations birationnelles
entre deux espaces, CREMONA part d'un systéme d’équations du type suivant
1) wytag:ag:ay = @ Qg P3Py,
ot les ¢ sont quatre fonctions homogenes en y, ¥s, ¥s, ¥4 de méme degré v.
Ue systeme fait correspondre & tout point d'un espace (y) un point de I'espace
(.r); et si T'on suppose qu'en résolvant le systeme (1) il en naisse un analogue:
2) Y2t Yz Yy = Y1y Y3 Yy,
oit les v sont des formes en x,, @g, @3, ¥y du méme degré u, inversement
a tout point de (#) correspondra un point déterminé de (y). Dans cette
correspondance (11, 7), au plan d'un des espaces correspondent dans I'autre
o * surfaces formant un systéme tel que trois quel qu'ils soient de ses
éléments se coupent en un seul point variable: pour un tel systeme CREMONA
proposa (et tout le monde I'adopta) le nom d'homaloidique, que SYLVESTEK
avait déji employé dans le sens de linéaire?). Un systeme homaloidique
quelconque détermine une transformation rationnelle entre deux espaces
et par suite un autre systeme analogue conjugué du premier; la théorie
des transformations rationnelles est ainsi réduite & I'étude des systemes
homaloidiques. Tout systtme de cette nature a une surface Jacobienne,
dont la considération est essentielle et dont les singularités furent déter-
minées par Niruer analytiquement et par CREMONA géométriquement.
Mais ce dernier ajouta une remarque de la plus grande valeur, dont
personne ne peut lui contester la priorité absolue, ¢est qu'il est possible
@’obtenir tous les systemes homaloidiques auxquels appartient une surface
rationnelle donnée @. La méthode qu'il a imaginée pour cela, permettant
de multiplier i l'infini le nombre des surfaces rationnelles et des trans-
formations birationnelles, est extrémement féconde et représente- peut-étre
le sommet le plus élevé de sa production géométrique: on peut croire
quil recomnut trés bien toute la valeur de sa découverte, car il jugea

1) Comp. aussi la dernitre partie de [91], et Dewurr, Des transformations rationnelles
dans Vespace. Travaux de M. Crzmoxa (Bullet. des sc. mathém. 7, 1874, p. 37—48).
Du méme mémoire [98] il existe une traduction tchéque due a Eu. Weyn.

2) On certain general properties of homogeneous functions (Cambridge and

Dublin mathem. journ. 6, 1851, p. 1).
12*
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utile de l'illustrer par un grand nombre de belles applications, dont nous
allons faire un court résumé.

En supposant que @ soif une surface du 2% ordre, CREMONA parvient
A trois transformations du 2! ordre dont les inverses sont respectivement
des ordres 2, 3 et 4. Si @ est une surface réglée du 3° degré, on parvient
i trois nouvelles transformations des types (3, 8), (3, 4), (3, 5); tandis
que si @ est encore du 3° degré, mais non réglée, on arrive i des trans-
formations du 2° degré dont les inverses sont une du 3° degré, une du 4°,
deux du 5 et deux du 6°; introduisant I'hypothese que lu surface du 3°
degré @ ait un point double, on trouve des transformations du 3° degré
dont les inverses sont des degrés 3, 6, 7, 8, 9: si @ en a deux, on parvient
a sept transformations nouvelles; et si enfin elle en a trois, & quatre
autres. De nouveaux cas étudiés par CUreMONA dans ses plus anciennes
publications sur le méme sujet reposent sur I'hypothese que @ soit une
surface du 3¢ ordre douée dun point nniplanaire, ou hien une surface de
STEINER ou enfin une surface de 5° ordre ayant une cubique gauche
double. Mais plus tard, en partant de la surface du 4¢ ordre de NoTnee,
dont il sg'était déja occupé (voir [112]), il parvint [116] & une trans-
formation birationnelle du 4° ordre dont l'inverse est du (¢ ; enfin partant
d'une surface du 6¢ ordre douéde d'une courbe double du 7° ordre & point
triple, il arriva [115] & une nouvelle transformation du type (6, b).

Cette liste des publications de UremoNa sur la théorie des trans-
formations géométriques ne serait pas tout-a-fait complete si Ton n'y
trouvait un mot sur un mémoire [103] qui, quoique (¢’est I'aunteur qui le
déclare) n'ayant d’'autre but que de fixer I'nttention des mathématiciens
pur les magnifiques travaux de Lik!) ,pleins d'idées nouvelles et
fécondes”, n'est pas indigne de porter la signature de CremonA?). On y
trouve avant tout la représentation du complexe linéaire sur I'espace
ordinaire; des formules relatives, I'auteur tire cette célebre transformation
de lespace réglée dans l'espace de spheres qui est un des résultats les
plus nouveaux dont la géométrie soit redevable au célebre mathématicien
norvégien. CREMONA avait l'intention de se servir de la représentation du
complexe linéaire pour tirer, de la théorie de surfaces généralement connues, de
nouveaux systemes de rayons rectilignes. Mais ce programme de recherches

1) Voir les Forhandl. i Videnskabs-Selsk. i Christiania 1871 et le & 5
des Mathem. Ann.

2) Cet dlégant théoréme, qui remonte i décembre 1871, suffirait 2 le prouver:
(voir Bevrram dans le T. 10, 1872, p. 48 du Giorn. di matem.) ,Silon prend la forme
quadratique «? -+ a? 4 2% +4 2%, - &% = 0 comme représentant the absolutc de
Caviey, les @i étant les coéfficients de 1'équation:

g (X2 Y2+ 27— 1)+ 20, X+ 22, Y422, Z+ia, (X°+ Y4 224 1) =0
d'une sphire en coordonnées cartésiennes, la distance entre deux éléments de l'espace
dquivaut précisément i l'angle de deux sphéres au sens ordinaire de ce mot®.
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que, peu apres, notre géometre reproduisait, en le précisant (voir [104]),
est demeuré malheureusement & 1'état de projet; au moins le public
mathématique me connait aucun travail qui en représente l'exécution
de quelque manicre. Remarquons encore, avant de finir, que le mémoire
[108] fait apparaitre CrEMONA comme un des premiers mathématiciens
qui surent mesurer la valeur des idées de Lit; plusieurs de ses cours de
géométrie supérieure tenus & Rome depuis 1894 prouvent que cette estime
ne diminua pas, mais, qu'au contraire, elle devint toujours plus grande,
lorsque, de ses idées, les racines devinrent plus robustes, les rameaux plus
larges et les fruits plus savoureux.

15, Cremona et le polytechnicum de Rome. -

Les nombreux mémoires publiés par CREMONA de 1867 & 1873, sa
renommée toujours grandissante de professeur éminent, les manifestations
publiques de haute estime qui arrivaient jusqu’i luil) de toute part ef,
mieux encore la respectueuse admiration qu'il inspirait & tous ceux
qui lapprochaient, le qualifiasient pour un homme duquel la science
et la patrie pouvaient tout espérer. On ne g'étonmera done pas si en
1873 G. FinaLi, alors ministre de lagriculture, insista pour lui faire
accepter la place de secrétaire général; mais vivant alors dans un

15 1l sera intéressant de donmer ici lan liste synoptigue (redigée par Crmmona
lui-méme) des académies dont il fut membre et des degrés qu'on Iui conféra:

1861. Académie des sciences de Bologne. 1881, Société mathématique de Prague.

18G5. Athénée de Venise. 1883. Société royale d'Edinburgh.
= Société italienne des sciences (dite  1884. Doctor of laws, Edinburgh.
des XL). 1886. Académie prussienne (Berlin).

1867. Académie des sciences de Lishonne.  1887. Institut d’encouragement deNaples.
1868. Institut Lombard (Milan). .  Académie romnine des Beaux Arts

1871. Société mathématique de Londres. {S. Luca).

1872, Société des sciences de Bohéme 1889. Académie des sciences de Turin.
(Prague). 1892. Doctor of sciences, Dublin.

»  Académie des ,Lincei* (Rome). . Académie des sciences de Modéne.

1876. Académie damoise des sciences 1896. Société physico-médicale d'Er-
(Copenhague). langen.

1877. Société philosophique de Cam- 1898 Académie irlandaise (Dublin).
bridge. . Académie des sciences de Vienne.

1878. Académie Dbavaroise des sciences 1899. Académie de Belgique (Bruxelles).
(Munich). »  Institut de France.

1879. Société royale de Londres. 1901. Académie suédoise (Stockholm).

1880. Société royale des sciences de Liege.  1902. Académie américaine (Washington).
- Société des sciences de Gottingue. »  Doctor sc., Christiania.
1881. Société royale de Naples. ?  Académie des sciences de Lucque,
. Académie hollandaise des sciences
(Amsterdam).
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milien tout-i-fait scientifique et éloigné de toute occupation n'ayant pas
trait 4 la science et i l'emseignement, CREMONA mne voulut pas accepter.
Dans le méme temps le comte ALBICINI, vice-maire de Bologne, s'adressa
i lui pour obtenir son concours aux études qu'on faisait alors pour instituer
dans cette ville une école des ingénieurs. Mais, pendant ces négociations,
on élaborait le projet de réorganiser l'ancienne école pontificale des
ingénieurs & Rome, et A. Scianosa, ministre de l'instruction publique,
g'adressa 4 CREMONA pour diriger cette réorganisation et étre le chef de
cet institut rajeuni. En conséquence, un arrété royal du 9 octohre 1873
nomma CREMONA directeur du nouveau polytechnicum et professeur de
statique graphique, et mit aussi un terme & la période héroique de sa
production scientfifique. Ce déplorable résultat n’éfonnera personne si on
réflechit & la charge particulierement importante que le gouvernement
italien confiait & notre savant et au zele infatigable qu'il apporfa a la
remplir. Pour ne pas parler des efforts qu’il dut faire pour que la
nouvelle école fut détachée de I'université et installée dans l'ancien
couvent de S. Pietro in Vincoli'), nous remarquerons, avee le plus
ancien et fidele collaborateur de CUremMONA?), que son premier soin fut
d’établir dans son école une discipline rigoureuse, et d'exciter par son
exemple tout le monde a remplir exactement son devoir. It pour que
'enseignement fat plus conforme au but spécial d'une école dingénieurs,
tout en renforgant les études théoriques, il donna une ampleur considérable
aux matieres d'application, dédoublant certaines chaires et en créant de
nouvelles. Enfin il donna un grand développement aux exercices pratiques
jusqu'alors tres négligés, et n'oublia pas de doter les cabinets scientifiques
des moyens nécessaires pour effectuer des recherches originales. Le fruit
de tant de soins est prouvé par le grand nombre d'ingénieurs distingués
qui sortirent de l'école de Rome; si I'ltalie, arrivée la derniére dans la
lice des études techniques, a désormais rejoint les autres nations les plus
avancées, tout le mérite en revient aux fondateurs de ses trois plus grandes
écoles polytechniques: Q. SELLA, F. Brioscii et L. CREMONA.

Des son arrivée & Rome, notre géometre fonda un cours normal
analogue & celui dont il avait été magna pars an polytechnicum de Milan ?).
Mais, par suite de la nouvelle direction que prenait toujours plus claire-
ment V'enseignement des mathématiques pures en Italie, ces cours normaux

1) Ce changement de domicile eut lieu au printemps 1874.

2) Voir le discours prononcé aux obséques de Unemona par M. Cerapmvr et publié
dans le n. 24 du Bollettino della societd degli ingegneri ed architetti
italiani, 1903.

3) M. Berrw suivit en 1873—1874 un beau cours sur la théorie des trans-
formations birationnelles dans le plan et dans l'espace.

-
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étaient fatalement destinés A étre supprimés. Dailleurs la vigoureuse
organisation que CREMONA avait tout de suite domnée & I'école qu'il
dirigeait, transforma bientot le role du directeur, de celui d’organisateur
en celui d'administrateur; comme ce rdle n'absorbait plus toute son
admirable activité, CrEMONA pensa qu’il pouvait bien le laisser & d'autres,
ef, en revenant i la science pure, remplir les veeux de ceux qui voyaient
trop souvent la plume magique du grand mathématicien lombard des-
wuvrée. Suivant cette idée, il agréa un projet formulé par Berr1 et Dixi
et approuvé aussi par M. Berrixi, d’apres lequel il aurait dit occuper
la chaire de géométrie supérieure dans l'université de Pise. Mais le
ministre de Tinstruetion publique (M. Corrixo) ne voulut pas perdre
sa collaboration savante et ferme, et (appuyé en cela par Q. SELLA) il
imposa i CREMONA, comme devoir de bon patriote, de ne pas quitter la
capitale du royaume. Toutefois, pour rendre possible son retour a la
science pure, un arrété royal du 10 novembre 1877 lui domna la chaire
de mathématiques supérieures i l'université de Rome au lieu de celle de
statique graphique qu'il oceupait & V'école polytéchnique. Cette disposition
du gouvernement n'a pas manqué son but; car elle permit & UREMONA
d'exposer de sa chaire les nouvelles méthodes géométriques') et I'entraina a se
tourner encore du eoté des mathématiques, chaque fois que son esprit n’était
pas oceupé ailleurs: des recherches sur les courbes gauches et les surfaces
du 8¢ ordre et sur les transformations de l'espace, dont mous avons déja
parlé, et méme d'autres de nature différente [119], sont 13 pour le prouver.

Pour en finir avec les places occupées par CREMONA dans I'instruction
publique, il faut ajouter qu'en 1888—1889 il fit & Rome le premier cours
de ,géométrie analytique et projective’, institué d'apres sa proposition.
Timportance de ce cours doit se chercher dans Tidée de fondre les
méthodes analytique et synthétique dans une seule; le but, plutot didactique
que scientifique, de cette innovation, était de réduire un peu I'enseignement
mathématique des futurs ingénieurs. Par comséquence, CREMONA, ayant
toujours en vue les théoremes aussi bien que les démonstrations, exposait
toutes les questions, que d’ordinaire on apprend en Italie dans les cours
universitaires séparés de géométrie analytique et de géométrie projective,
en traitant chacune par le procédé qui lui paraissait le plus simple et le
plus élégant; il gagissait done plutdt d'un mélange que d'une vraie
fusion?). Le cours initié par CREMONA subsiste encore & Rome et a été
fondé en quelques autres universités italiennes.

1) En hiver 1879 il eut Grarspaver parmi ses auditeurs.

9) Je dois ces remseignements i M. F. Gemmarpr, qui était en 1888—1889
agsistant de Crrmona.
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16, Oremona dans Vadministration publique et au gouvernement.

Par arrété royal du 16 mars 1879, CremoNA fub élu sénateur; et le
sénat ne fut pas pour lui une sine cura, mais un champ tros noble, on il
put développer son intarissable activité. Iin 1880, le ministre pE SANCTIS
le nomma commissaire du gouvernement pour mettre en ordre la biblio-
theque ,Vittorio Emanuele” de Rome, charge qu'il accepta i contrecoeur
et qui Iui procura vingt-un mois de travail acharné et emnuyeux, au
bout desquels une vie tout-a-fait nouvelle commenga pour cet important
institut. L'année suivante, SELLA lui offrit le portefeuille de l'instruction
publique, mais CREMONA ne jugea pas devoir prendre place dans un
ministére suecédant & celui qui avait été présidé par son ami personnel
et politique B. Cairont!). Pendant la XXe législature, il fut nommé vice-
président du sénat (arrété du 5 avril 1877), charge qu'il dut abandonner
pour étre ministre de l'instruction publique; mais des événements de
politique générale ne le tinrent au pouvoir qu'un mois (1—29 juin 1898);
voila une chose trés regrettable, car les écoles italiennes pouvaient attendre
un grand benefice d'un homme de superbe intelligence, né pour gou-
verner, qui depuis quarante ans vivait en continuel contact avee
professeurs et étudiants et qui, siégeant souvent au conseil supérieur de
Pinstruction publique, avait déja exercé une action tres appréciée?) En
1900 CreEMONA fut nommé président de la commission d'enquéte sur les
batiments publiques de Rome, et peu apres (15 décembre 1100) président
de celle chargée d'un rapport sur les causes de la malheureuse chate
des digues du Tibre et sur les moyens d'en empécher le malheur de se
renouveler; le savant rapport général, qu'éerivit CreEmona dans cette
oceasion?), lui cotita trois mois de travail continuel et est vyraiment un
modele du genre; l'avoir rédigé, lorsque la maladie le minait, contribua
certainement & aggraver I'état déja précaire de sa santé.

Les nombreux rapports et les beaux discours que CrEMONA fit au
sénat sur des questions d'enseignement renferment une telle somme de
science d'éducation qu'il est & regretter qu'ils soient enfouis dans un

1) M. Veronesk a publié dans sa Commemorazione la magnifique lettre de renon-
cement.

2) Le seul acte de Cremona comme ministre qui nous est connu, est le projet
de fonder un grand polytechnicam { Turin, en réunissant 1'école d'application des
ingénieurs au musée industriel; ce projet (qui, bien quapprouvé par le conseil des
ministres, ne put pas étre présenté au Parlement) est i présent en train d'exécution.
Comp. A. Mosso, Di un pelitecnico a Torino (Nuova antologia, 1 décembre 1903).

3) Voyez le beau volume: Atli della Commissione nominata del Ministro dei lavori
pubblici per riferire sui danni ai muraglioni del Tevere e proporre i necessari provvedimenti
(Roma, tipo-litografia del genio civile 1901). 40, 266 p. avec 7 grandes tables.
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recueil que personne ne lit sans y étre contraint, et je suis sir que si
un éditeur les publiait tous ensemble, tout le monde y pourrait apprendre
et gagner. Le point le plus lumineux que présente son ceuvre au sénat
correspond @ I'époque on celui-ci dut s'occuper des mnouvelles lois d'in-
struction supérieure. (. BAacceLLi, ministre de linstruction publique,
présenta le 1¢° mars 1884 un projet de loi intitulé ,Modificazioni alle
leggi vigenti per listruzione superiore del Regno®, que la chambre des
députés avait fini par approuver i une faible majorité, apres une dis-
cussion qui avait duré 41 séances (20 novembre 1883—28 février 1884).
Or le sénat se montra tout de suite hostile au principe d'autonomie uni-
versifaive qui formait la base de ce projet; et lorsque M. Corrixo eub
sueeédé comme ministre & BACCELLI, le bureau du sénat traga les lignes
générales d'un contre-projet, en chargeant CrEMONA de lui donmer la
forme compléete et définitive. UrEMONA naccepta cette tiche ef la remplit
avec I'énergie et la hauteur qui caractérisent tous les actes de sa vie: et
le 15 mars 1885 il put présenter au sénat son contre-projet, préeéds
d'un long rapport on toutes les questions relatives aux universités sont
traitées & fond et on la profondeur de la doctrine m'est surpassée que
par la logique rigoureuse de I'ensemble!). M. Copprixo, qui était encore
ministre, accepta les idées fondamentales du rapport de Cremoxa et le
sénat discuta (séances 27 movembre 1886 — 25 janvier 1887) le contre-
projet de son bureau et finit par approuver?). Mais la chute du ministere
(29 juillet 1887), ou peut-étre cette lassitude qui envahit les assemblées
non moins que les hommes lorsqu'elles se sont occupées longtemps d'un
méme sujeb (particulitrement en Italie quand'il g'agit de lois d'instruction)
empécherent ce beau projet de devenir loi d'état. Le long et sérieux
travail fait il y a dix-huit ans par le sénat italien n'a done pas encore
donné de résultats visibles; toutefois je suis persuadé qu'il ne restera pas
toujours stérile, et le rapport de UrEMONA parait i mes veux comme une
semence précieuse, qui attend du destin un terrain favorable, un air
vivifiant et un soleil assez chaud pour dommer les fruits auxquels la
nature 1'a destiné.

Ce combat entre le bureau du sénat et le gouvernement est peut-étre
celui qui fit le plus grand bruit, mais ce n'est pas le seul dont notre
savant ait été le héros. Il faut, en effet, se souvenir que P. BoseLLi,
alors ministre de l'instruetion publique, présenta an sénat du royaume
d'Italie (séance du 14 juin 1889) un projet de loi ayant pour but de

1) Voyez: Senato del regno. Sessione 1882—83— 84—85—8G. Atli interni Vol. 111,
1886. N. 100-A.

2) Voyez: Atti parlamentari della Camera det senatori. Discussioni. Legisla-
tura XVI, Sessione 1886, p. 242 et suiv.
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donner une vie nouvelle & I'enseignement pratique dans les écoles d'archi-
tecture, dont le niveau était descendu trop bas. Or le 8 février suivant,
CUREMONA présentait, au nom du bureau, un rapport magnifique, on étaient
exposées les raisons, de fait et de principe, pour lesquelles le sénat. tout
en applaudissant & linitiative prise par le gouvernement, déclarait qu'il
n'était pas favorable aux moyens indiqués pour atteindre le but désiré et
en proposait d'autres meilleurs. It le ministre, trouvant tout-a-fait sensées
les raisons énumérées et les propositions faites, abandonnait son projet
pour le contre-projet, qui bientot obtint I'approbation du sénat!).

Pour finir, il nous faut dire quelques mots d'un dernier suceps obtenu
par CREMONA au sénat. Dans la séance du 15 avril 1902 le ministre de
l'agriculture, d'accord avee ses collegues de l'instruetion publique ef des
finances, présentait & cette assemblée un projet de loi. fermé par un seul
article, ayant pour titre: ,Seambio di aleuni servizi tra il ministero della
pubblica istruzione ed il ministero di agricoltura, industria e commercio®.
Sous la trompeuse modestie de ce titre, se cachait une réforme extrémement
grave, car, si ce projet eubt abouti, les instituts techniques auraient subi
un démembrement complet. Or le bureau du sénat, mesurant sans peine
toute la portée de cette réforme, jugea qu'elle n'était pas mare et qu'elle
pouvait devenir dangereuse; il décida en conséquence de 'y opposer et
chargea CrEMONA de rédiger le rapport dans ce sens. Notre mathématicien
s'acquitta de cette charge d'une maniére qu'on ne saurnit assez louer!);
et le sénat, adoptant les idées de son bureau. ajourna toute déliberation
sur le projet ministériel et rejeta ce projet: lintégrité des instituts
techniques fut ainsi sauvée.

Ce rapport de CrEMONA porte la date 6 mai 1903; le style élevé et
vigoureux avee lequel il est écrit, la sobre érudition dont il est rempli, les
robustes argumentations qui en forment la squelette et méme la fine ironie
qui perce sous la forme compassée d'un document officiel, tout prouve la
persistante vigueur intellectuelle dont jouissait notre savant, malgré ses 73
ans. Et il faut remarquer que CREMONA g'en oceupa dans une époque ofl
il était presque chaque jour attaqué par des crises anginoidales, causées par
les progrés de l'artériosclerose. Malgré ses souffrances, le 6 juin dernier, il
voulut réunir encore une fois le conseil des professeurs de 1'école qu'il
dirigeait; vingt-quatre heures plus tard une violente attaque d'angine de
poitrine annongait la fin de sa noble vie; il perdit bientot I'usage de la parole,
et son beau regard ne se ranima plus que par moments i I'approche de sa
seconde femme (ANNA MANER MULLER) et de ses trois fils: le 10 juin la
nouvelle Italie apprenait la perte irréparable du plus grand de ses géometres.

1) Tous les documents relatifs i cette question se trouvent publiés dans
le T, 18, 1890, p. 562-605, et 669-690 du Bollettino ufficiale dell” istruzione.

-~
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Cest ainsi que tomba le vaillant et courageux combattant, frappé en
plein coeur, mais avee les armes & la main et sans avoir donné le moindre
signe de faiblesse ou de lassitude. Si l'infatigable ouvrier, arrivé & la
fin de sa féconde journée, en pronon¢ant sereinement le nunc dimitlis, «
jeté mn regard sur l'cuvre accomplie, il aura pu reconnaitre, avee un
orgueil bien légitime, que toute sa vie avait été dépensée pour la science
et pour la patrie. A Iltalie il offrit le secours de son bras et le sacrifice
de sa vie, en bravant la mort dans les luttes pour l'indépendance; le sort
Fayant épargné, il put rendre d’autres grands serviees & son pays comme
professeur, comme sénateur, comme ministre, et s'acquittant avee droiture,
mntelligence et fermeté des charges difficiles que le gouvernement lui
confiait sans cesse. Non moindres sont les obligations que la science a
envers lui; ses nombreuses publications mathématiques d'une valeur extra-
ordinaire “en raison de 1l'étendue du champ qu'elles embrassent, de
I'importance des résultats qu'elles ont fait acquérir & la science et de
la merveilleuse érudition qu'on y trouve, en sont le brillant témoignage.

Sous le rapport de I'éfendue, bornons-nous & remarquer qu'elles em-
brassent toutes les branches de lan géométrie, depuis 'humble trigono-
métrie!), jusqu'a lu superbe théorie des espaces a plusieurs dimensions
(voir |98], [103], [109]), et toutes les branches de l'analyse depuis la
théorie des déterminants jusqu'a celle des fonetions abéliennes; ajoutons
que pour résoudre les questions qu'il rencontrait, CrEmoNa, en sin-
gpirant o un éclecticisme bien entendu, faisait recours i tous les pro-
cédés qui lui semblaient utiles, depuis les méthodes classiques de I'nnalyse
la plus rigoureuse jusqu'a celles, un peu fantaisistes et pour cela encore
discutées, de la géométrie énumérative.

Sous le rapport de l'importance, observons que les conséquences aux-
quelles CREMONA arriva, sont tellement définitives que I'histoire a prononeé
déja sur elles un jugement sans appel; en effet pour la théorie des cubiques
gauches et des surfaces du 3¢ ordre, il est inserit parmi les fondateurs;
ses traités sur la théorie générale des courbes planes et des surfaces algé-
briques sont entre les mains d'étudiants et de professeurs de tous les pays
civilisés, et sur les propositions qui forment la théorie des transformations
rationnelles, il a de droits de propriété que personne n'essaiera jamais de
lui contester. Les géometres qui le suivirent, purent bien ajouter des
anneaux i la chaine d'or forgée par lui; mais personne ne put trouver la
moindre imperfection dans les anneaux précédents; quel meillenr éloge pour-
rait-on faire dans une époque révolutionnaire et iconoelaste comme la notre?

1) Comp. Nonv. ann. de mathém. 35, p. 73, ol est énoncée une démonstration
donnée par Cnemoxs de certaines relations (,Question 681¢) entre les angles dun
triangle rectiligne.
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Enfin I'érudition de prewnire main, si riche dans toutes les productions
de notre mathématicien. mérite d'étre remarquée, car par elle on arrive &
connaitre ses procédés ac richerche et @ g¢'expliquer comment, dans la
période relativement courte oit il se consaera tout entier a la science, il
ait pu y donner un si grand nombre de contributions si importantes.
CrEMONA, bien persuadé que toute la science de la vie enseigne que ce
qui est nouveau, pour avoir droit & vivre et subsister, doit pousser comme
une branche. vigoureuse sur un trone ancien, dans chaque ocecasion ot il
dut traiter quelque question (de géométrie ou d'enseignement ou méme
d'administration), commencait par étudier i fond tout ce qui avait été
fait sur ce sujet; ayant pris ainsi exacte connaissance des régions déja
explorées, il partait avec courage vers la ferra imcognila; et I'expérience
acquise s'alliant & son génie naturel, le portait sirement i un but éloigné.
Profonde et sage maniére de travail, que devraient apprendre ceux qui,
adoptant la sotte maxime ,beati qui nihil legunt, omunia invenient®, préferent
gaspiller le temps a retrouver ce qui est connu, au lieu d'étudier les
travaux aneiens pour se metire i mesure d'en faire de nouveaux.

Une derniere note caractéristique de la production erémonienne mérite
d'étre remarquée, ce fut sa rapidité admirable. Or, si personne ne songe i
demander combien de veilles a cotté au Daxte la Divina commedia, ni en
combien de journées furent peintes les loges de Rarmairn, puisque les
biographes de Vicror Huco constatent avee ébahissement qu'il éerivit
Le roi samuse en vingt jours et Hernani en vingt-sept. il nous sera
bien permis de remarquer le peu de temps qui fut nécessaire i UREMONA
pour composer ces mémoires admirables, dont la perfection, extérieure et
intérieure, semblerait le fruit d'un long travail

La révolution frangaise venait d'éclater quand tout i coup, i la veille
des terribles événements qui devraient bouleverser la France, Miganrau
manqua & ladmiration passionnée de son pays. Eh bien, Lhistoire
agsure que dans les jours qui suivirent sa mort, quand & 1'Assemblée
nationale on se débattait fievreusement pour résoudre les questions dont
dépendait le salut de la France, tous les yeux se tournaient instinetivement
vers la place vide du grand tribun et sembléerent demander 4 Dieu un
miracle pour entendre encore la voix inspirée du puissant orateur.

Or, apres la mort de CrEMONA, le méme sentiment de vide in-
supportable nous envahit & notre tour, nous qui nous adonnons a I'étude
de la géométrie, nous qui, du plus éminent au plus modeste, chérissons
I'idée d'étre fils ou petit-fils du grand mathématicien, dont un conseil
amical ou un encouragement bienveillant ne nous faisait défaut en aucune
oceasion. Moins malheureux pourtant que les contemporains de MiRABEAU,



Luigi Cremona et son cuvre mathématique. 189

nous pouvons encore évoquer la voix du maitre illustre et vénéré; car
ses euvres immortelles sont i, guide vaillant et sr, source d’emseigne-
ment et d'inspiration qui ne tarira jamais.

Giénes, 31 janvier 1904,

Liste chronologique des publications mathématiques de L. Cremona').
1855,

1. Sulle tangenti sfero-conjugate. [Pavia, 3 Settembre 1855.] Annali di sec.
matem. 6, p. 382—392.

1856.

2. Intorno ad un teorema di Aoe.. [Pavia, 2 Maggio 1856.] Annali di se.
matem. ¥, p. 99—105.

1857.

3. Nota intorno ad aleuni teoremi di geometria segmentaria. |Cremona, 6 Agosto
1857.] Programma dell’ L k. ginnasio liceale di Cremona, alla fine dell’
anno scolastico 1857, p. 1—14.

4. Sur les questions 321 et 322 (voir t. XV, p. 154). Nouv. ann. de mathém. 16,
p. 41—43.

b, Solution analylique de la question 344 (Maxxuzi) (voir t, X V, p. 383).
Nouv. ann. de mathém. 16, p. 79—82,

6. Seconde solntion de la question 368 (Cariey) (voir p. 192). Nouv. ann.
de mathém. 16, p. 250.

7. Seconde solutivn de la question 369 (voir p, 192). Nouv. ann. de mathém, 16,
p. 251—252.

1858.

8. Rivista bibliografica. Beitrdge zur Geometrie der Lage, von Dr. K. G. (.
vox Sravor.  Niirnberg 1856 —1857. [1 Marzo 1858.] Annali di matem. I,
p. 125128

9. Swlle linee del terz'ordine a doppia curvatwra. Nota. [Cremona, Aprile e
Giugno 1858.] Annali di matem. 1, p. 164—174, 278—995.

1859.

10. Sulle linee del terz'ordine a doppic curvatura. Teoremi. [Cremona, Ottobre
1858.] Annali di matem. 2, p. 19—29,
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matem. 2, p. 65—81.
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1) Les dates entre [ ] sont ou colles indiquées par I'suteur lui-méme ou celles
des séances académiques ou eut lieu la lecture des différents travaux. On a omis de
noter les rapports académiques et similaires.
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clementare pubblicato recentemente a IFirenze. |Cremona, 28 Marzo 1859  Addition:
9 Maggio 1860.] Il politecnico 9, p. 286—323.

23. Intorno ad un’ operetia di Grrovanv Crva, matematico milanese del secolo X VII")

1561,

24. Sur quelques propriétés des lignes gauches de troisicme ordre et classe. |Milan,
27 mars 1860.] Journ. fiir Mathem. 58, p. 138—150.

25. Prolusione al corso di geometria superiore letta nell universita di Bologna
nel novembre 1860. 11 politecnico 10, p. 22—42,

26. (r. ¢.) Trattato di prospettiva rilievo. Traité de perspective relief par M. Povona,
Paris 1860. 11 politecnico 11, p. 103—108. .

27. Sulle superficie gobbe del terzo ordine. [Bologna, 1 Febbrajo 1861. Addition:
9 Marzo 1861.] Atti dell’ ist. Lomb. [Milano] 2, p. 291302,

28. Intorno alla curva gobba del quart’ ordine per la quale passa una sola superficie
di secondo grado. Memoria [letta ai 7 di Marzo 1861 davanti all' accademia delle
scienze dell’ istituto di Bologna). Annali di matem. 4, p. 71—101. Rend. dell’
acc. d. sc. di Bologna 1860—1861, p. H8—63.

29. Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane. [Sessione 19 Dicembre
1861.] Mem. dell’ acc. d. sc. di Bologna 12, p. 305—436.

30. Courbes gauches décrites sur la surface d'un hyperboloide @ une nappe. [Séance
du 24 juin 1861.] Comptes rendus Paris 52, p. 1819—1323. Annali di matem.
4, p. 22—25.

1) C'est le seul des ouvrages de Cremoxa que je ne connais pas, quoique je l'aie
cherché partout. Dans une liste rédigée par Cremona lui-méme, on lit qu'il est extrait
d'une Rivista giur[idica?] ou ginn[asiale?] publié en 1858; mais dans ancune
bibliothéque je n'ai trouvé une telle revue.

»
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31. Rivista Dbibliografica: . Hgesse, Vorlesungen tiber analytische Geometrie des
Rawmes, Leipzig 1861. [Bologna, 10 Febbrajo 1862.] Annali di matem. 4, p. 109—111.

32. Solution de lu question 545 (voir t. XIX, p. 402). Nouv. ann. de mathém.
20, p. 95—96.

33. Sur lo question 317 (voir t. XV, p. 52). Nouv. ann. de mathém, 20,
p. 342—3843. :

34. Sur un probléme dTomographie (Question 296) (voir t. XVILI, p. 50).
Nouv. ann. de mathém, 20, p. 462—456.

1862.

35. Intorno alle trasformazione geometrica di una figura piana in wW’altre pur
piana. sotto la condizione che ad una retla qualunque di ciascuna delle due figure
corvisponda nell’ altra wna sola retta. [Sessione 27 Marzo 1862.] HKend. dell” ace.
d. sc. di Bologna 1861—62, p. B8—01.

36. Sulle trasformazioni geometriche delle figure pianc. Mem. dell’ ace. d. sc.
di Bologna 2s, p. 621—631. Giorn. di matem. 1, 1863, p. 305—31L.

87. Sur les surfaces développables du cinguieme ordre. [Séance du 17 mars 1862.]
Comptes rendus Paris 54, p. 604—608.

88. Mémoire de géométrie pure sur les cubiques gauches. |Bologne, 21 avril 1861;
addition 27 octobre 1862.] Nouv. ann. de mathém. ls, p. 287—304, 366—378,
436 —446.

89. Note sur les cubiques gauches. [Bologne, 24 juin 1861.] Journ. fiir
Mathem. 60, p. 185—192.

40. Sur les surfaces gauches du 3¢ degré. [Bologne, 1 septembre 1861.] Journ.
fiir Mathem, G0, p. 313—320.

1863.

41. Un teorema sulle cubiche gobbe. [Cornigliano, 19 Settembre 1868.] Giorn.
di matem. 1, p. 278 —280.

42. Questiondi proposte 16—18. Giorn. di matem. 1, p. 280.

43. Corrispondenz. [Lettre 3 N. Trupi, datée: Cornigliano, 16 Settembre 1863.]
Giorn. di matem. 1, p. 317—318.

44. Questioni 19—22 (L. Romance). Questioni 23—-25. Giorn. di matem. 1,
p. 318—819.

45. Avea di un segmento di sezione conica. Giorn. di matem. 1, p. 360—364.

46. Sulla projezione iperboloidiea di una eubica gobba. Nota. [Bologne, 26 octobre
1862.] Annali di matem. 5, p. 227—231. Giorn. di matem. 2, 1864, p. 122—126.

47. Sulle teoria delle coniche. Nota. [Cornigliano (presso Genova), 4 Agosto
1863.] Annali di matem. 5, p. 330—831. Giorn. di matem. 1, p. 225—226.

48. Rivista bibliografica: (luvres de Drsarcurs réunies et analysées par M. Poupra.
Aunali di matem. 5, p. 332—336. Giorn. di matem. 2, 1864, p. 115—121.

1864.

49. Sulla teoria delle coniche. Nota. [Bologna, 21 Febbrajo 1864.] Giorn. di
matem. 2, 17—20, 192

50. Rivista bibliografica: Sulla teoria delle comiche. [Bologna, Novembre 1864.]
Annali di matem. 6, p. 179—190. Giorn. di matem. 3, 1865, p. 60—64, 113—120.

51. Considerazioni sulle curve piane del terz ordine, colle soluzioni delle questioni
26 e 27 (T. 20 di questo giornale, p. 29). [Bologna, 24 Maggio 1864.] Giorn. di
matem. 2, p. 78—85.
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52. Questione 28. Giorn. di matem. 2, p. 30.

53 Questioni 30—32. Giorn. di matem. 2, p. 62.

54. Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche goble ed in ispecie sulla parabola
gobba. Rend. dell’ ace. d. sc. di Bologna 1863—64, p. 25—28. Mem. dell’ acc.
d. se. di Bologna 3, p. 885—358; Giorn. di matem. 2, p. 202—210,

55. Sur le mombre des conique qui satisfont & des conditions doubles. [Séance
7 novembre 1864.] Comptes rendus Paris 59, p. 776 —779.

56. Sopra aleune questioni mnelle teoria delle curve piane. Annali di matem. 6,
p. 1563—168.

57. Sur les hyperboloides de rotation qui passent par une cubique gauche donnde.
| Bologne, octobre 1863.] Journ. fiir Mathem. 63, p. 141—144.

58. Sur la surface du quatritme ordre qui a la propriété d'étre coupie suivant
deux coniques par chacun de ses plans tangents. |[Bologne, 12 février 1864.] Journ,
fiir Mathem. 63, p. 315—328.

59. Questions 563, 564 el 565 (Favng) (voir t. XX, p. 56). Nouv. ann, de
mathém. 3y, p. 21—25.

60. Question 491 (voir t. XVILL, p. 443). Nouv. ann. de mathéum. By p. 25—30,

61. Questions G77, 678 et 679 (Scuniren) (voir 2¢ serie, T. II. p. 822). Nouv,
ann. de mathém. By, p. 31—33.

62. Question 350. Nouv. ann. de mathém. 3., p. 127—129.

63. Quistioni 33—34. Giorn. di matem. 2, p. 91 et 3, p. 81.

64. On the geometrical transformations of plane curves. Report of the meebing
held at Bath in sept. 1864 by the Brit. ass. for advancement of science,
p. 3—4.

1865,

65. Quistione 44. Giorn. di matem. 3, p. 64—81.

66. Sulle trasformazivni geometriche delle figure piane.  Nota 1I. Rend. dell’
ace. d. se. di Bologna 1864—65, p. 18—21. Mem. dell” ace. d. se. Bologna, b,
p. 3—35. Giorn. di matem. 8, p. 269—280, 365—376.

67. Sur Uhypocycloide a trois rebroussements. |Bologne, 10 mai 1864.] Journ. liir
Mathem. 64, p. 101—123.

68. Démonstration géométrique de deux théorémes relatifs @ la swrface d'égale pente
circonserite @ une conique. [Bologne, 19 mai 1865.] Nouv. ann. de mathém. 4,
p. 271 —275.

69. (Manco Uariexy) I prineipii della prospettiva lineare secondo T'avron [ Ducentola,
Settembre 1865.] Giorn. di matem. 3, p. 338—343.

1866.

70. On the fourteen-points conic. Messenger of mathem. 3, p. 18—14,

T1. On mormals to conics; a new treatement of the subject. Mossenger of
mathem. 3, p. 88—91.

1867.

72. Rappresentazione delle superficie di Sreier e delle superficic gobbe di 3¢
grado sopra wi piano. [Séance 24 janvier 1867.] Rend. dell’ ist. Lomh.
[Milano] 4, p. 15—23.

3. Un teorema intorno alle forme quadratiche non omogence fra due variabili.
[Séance 27 jnin 1867]. Rend. dell’ ist. Lomb. [Milano] 4, p. 199—201.

4. Preliminari di una teorin geometrica delle superficie. Rend. dell’ ace. d.
sc. di Bologna. 1865—66, p. 76—77; 1866—67, p. 72—73. Mem. dell’ ace. d.
sc. di Bologna 6, p. 91—136; 7, p. 2978

-
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75. Fxtrait d'une lettre & M. Cuasces. [Séance 27 Mai 1867.] Comptesrendus

Paris 64, p. 1079—1080.
1868.

6. Mémoire de géométrie pure sur les surfaces duw troisieme ordre. Journ. fiir
Mathem. 68, p. 1—133.

77. Sopra una certa famiglia di superficie gobbe. [Séance 6 fevrier 1868.] Rend.
dell’ ist. Lomb. [Milano] 1s, p. 109—112.

78. Sopra una certa curva gobba di quart’ ordine. [Séance 19 mars 1868.]
Rend. dell” ist. Lomb. [Milano] 1g, p. 199—202.

79. Sull’ opera del Prof. Casorarr ,Teorica delle funzioni di variabili complesse®
(rol. I). Relazione. [Séance 7 mai 1868.] Rend. dell’ ist. Lomb. [Milano] 1g,
p. 420—424.

80. Rappresentazione di una classe di superficie gobbe sopra un piano, e deter-
minazione delle loro curve asintotiche. Annali di matem. 1g, p. 248—259.

1869.

81. Sulle superficic gobbe di quarto grado. Rend. dell’ ace. d.se. di Bologna
1868—69, p. 96—97. Mem. dell’ ace. d. sc. di Bologna 8g, p. 235—250.

82. Sulle trasformazione delle curve iperellitiche, [Séance 29 avril 1869] Rend.
dell” ist. Lomb. [Milano] 25, p. 566—571.

83. (Avec F. Casonarr) Intorno al muomero de' moduli delle equazioni e delle curve
algebriche di dato genere. Osservazioni. [Séance 13 Mai 1869.] Rend. dell’ ist. Lomb.
[Milano] 29, p. 620—625.

84. (Avee F. Bmosent) Al sig. divettore del Giornale di matematiche ad uso
degli studenti delle universita italiane. [Milano, 24 Febbrajo 1869.] Giorn. di matem. 7,
P 51—54.

1870,

8. Sulle ventisette vette di una superficie del terzo ordine. [Séance 24 mars 1870.]
Rend. dell” ist. Lomb. [Milano] 39, p. 209—219.

86, Sugl integrali @ differenziale algebrico. [Séance 8 avril 1869.] Mem. dell’
ace. d. sc. di Bologna, 103, p. 3—33.

87. Lettera in lode del Pran. Mem. dell’ acc. d. se. di Bologna 13, p. 40—41.

88, Sulle linee di curvatura delle superficie di 2° grado. Memoria leita nella
sessione 12 Maggio 1870. Rend. dell’ acc. d. sc. di Bologna 1870—71, p. 86—88.
Mem. dell’ ace. d. sc. di Bologna 13, p. 49—67.

89. Sulla trasformazione razionale di 3° grado nello spazio, la cui inversa ¢ di
4% grado. Mem. dell” acec. d. sc. di Bologna 13, p. 365—386.

90. Observations géométriques a propos de la note de Mr. Brioscnr ,Sur les tangentes
doubles d’une courbe du 4 ¢ ordre avee un point double®. [Milan, avril 1871.] Mathem.
Ann. 4, p. 99—102.

91. Uber Abbildung algebraischer Flichen. Nachr. d. Gesellsch. d. Wiss.
in Géttingen 1871, p. 129—148. Mathem. Ann. 4, p. 213—230.

92. Sulla superficie di quart’ ordine, dotata di una conica doppia. Nota. [Séance
9 mars 1871.] Rend. dell’ ist. Lomb. [Milano] 4, p. 140—144.

93. Sulla superficie di quart’ ordine dotata di wna conica doppia. Seconda nota.
|Séance 23 mars 1871.] Rend. dell’ ist. Lomb. [Milano] 4s, p. 159—169.

94. Sulle trasformazioni razionali della spazio. Nota I. [Séance 4 mai 1871.]
Rend. dell’ ist. Lomb. [Milano] 4z, p. 269—279.

95. Sulle trasformazioni razionali dello spazio. Nota 1I. [Séance 1 juin 1871.)
Rend. dell’ ist. Lomb. [Milano] 4z, p. 315—324.

Bibliotheca Mathematica. 1II. Folge, V. ’ 13
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1872,

96. Commemorazione di Crepscn. Rend. dell” ist. Lomb. [Milano| g, p. 1041
—1042.

97. Rappresentazione piana di alcune superficie alyebriche dotate di curve euspidali.
[Béance 18 avril 1872.] Mem. dell’ acc. d. sc. di Bologna, 23, p. 117—128.

98. Sulle trasformazioni razionali dello spazio. Annali di matem. 5y, p. 181—168.

99. Le figure reciproche nella statica grafica. Milan (3¢ éd., Milan, Hoepli 1879).

100. Corrispondenza. [Milan, janvier 1872]. Giorn. di matem. 10, p. 47—48.

1873.
101. Elementt di geometria projetiiva. Vol. I. Torino.

1874
102. Elementi di calcolo grafico. Torino.

1876.
103. Sulla corrispondenza fra la teorin dei sistemi di rette ¢ la teoria delle super-
ficie. [Séance 6 juin 1875.] Mem. dell’ acc. dei Lincei [Koma| 32, p. 285—307.
104. Sur les systemes de spheres et les systémes de droites. Rep. of the Brit. ass.
1876 (Glasgow), p. 12—13.
1877.
105. Osservaziondi sull’ hexagrammun mysticum. Atti dell’ ace. dei Lincei
[Roma], Transunti 13, p. 142—143.
106. Teoremi stereometrici dei quali si deducono le proprieta dell’ esagramma di
Pascar. [Séance 8 avril 1877.] Mem. dell” ace. dei Lincei [Koma] 13, 1. R54—874.

I878.
107. Uber die Polarhexzaeder bei den Flichen dritter Ordnuny. [Am 19. Sept. 1877
der Naturforscherversammlung in Miinchen vorgelegt.] Mathem. Anu. 13, p. 301—303.
108. (Avec E. Bevrrami) Dowewico Cugrinve. Giorn. di matem. 16, p. 345.

1879.

109. Sulle superficie e le curve cha passano pei vertici &’ infiniti poliedri formati
da piani osculatori di una cubica gobba. [Séance 17 avril 1873.] Rend. dell ist. Lomb.
[Milano] 125, p. 847—352.

110.  Commemoraziore di Domexico Cuprixe (Atti dell’ ace. dei Lincei
[Roma], Transunti 83, p. 53—57. Bullet. d. sc. mathém. 3, p. 228—238.

1881
111. KElenco delle pubblicagioni scientifiche di Domsnico Cusiry. Collectanen
mathematica (Milano), p. XXIX—XXXIL
112. Sopra una certa superficie di quart’ ordine [Roma, Giugno 1881]. Collec-
tanea mathematica (Milano), p. 413—424,
1883,
113. Commemorazione del prof. H. J. S. Swmizn. Atti dell’ ace. dei Lincei
[Roma], Transunti 73, p. 162—168.
114. Commemorazione di W. Srormswoore. Atbi dell’ ace. dei Lincei [Roma],
Transunti 73, p. 308—309.

s
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1884,

115. Sopra una trasformazione birazionale del G grado dello spazio a tre dimensiond,
la eui inversa @ del 5° grado. |Lue 28 avril 1884.] Proe. of the London mathem.
gociety 15, p. 242246,

116. On a geometrical transformation of the 4% order, in space of three dimensions,
the inverse beeing of the 6 order. |Lue 8 mai 1884.] Trans, of the Irish ac.
[Dublin] 28, p. 279—284.

1885,

117. Isempio del metodo di dedurre una superficie da una figura piana. [Séance
21 avril 1884.] Proc. of the royal soc. of Edinburgh 12, p. 599—601.

118, An example of the method of deducing a surface from a plane figure. [Séance
91 avril 1884.] Trans. of the royal soc. of BEdinburgh 32:2, p. 411—413.

1895.
119. Question 470. L'intermdédiaire des mathématiciens 2, p. 20.

1900.

120. Commemorazione del senatore prof. Eveexro Brrreawm. Atti dell’ ace.
dei Linecei [ loma], Adunanza solenne 1900, p. 462—472. Rend. del cirve. matem,
di Palermo 14, p. 275—28%; Giorn. di matem. 38, p. 855—875; Opere mate-
matiche di Bueesio Berrmam, T. 1. p. IX—XXIL
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